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Глава 1

Введение

1.1. История

Algorithms_for_Optimization.indb   19 02.07.2020   18:06:41



Море

Карфаген

al'jabr
algoritmi

Algorithms_for_Optimization.indb   20 02.07.2020   18:06:41



-

Algorithms_for_Optimization.indb   21 02.07.2020   18:06:41



1.2. Процесс оптимизации

 -

Техническое
задание

Начальный
проект

Оценка
эффективности

Изменение
проекта

Хорошо?
Окончательный

проект

Нет

Да
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1.3. Основная задача оптимизации
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1.4. Ограничения

� �
1 2

1 2
,

1

2

1 2

min ,

при условии, что 0,

0,

1.

x x
f x x

x
x
x x

�
�
� 	

(1, 0)

(0, 1)

X
x1

x2

< >

Algorithms_for_Optimization.indb   25 02.07.2020   18:06:42



min

при условии, что 1.

x
x

x 

x x

x
x

(1, 1)
x

f(x)

1.5. Критические точки
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f  x < f  x x x
x < .

f   x < f   x x x x - < .

Глобальный минимум

Перегиб

Слабый локальный минимум
Сильный локальный минимум

f(x)

x

  
f
f

f '

1.6. Условия локального минимума
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1.6.1. Одномерный случай

f ' x

f '' x >

f ' x ,     
 

f ''    

x∗
x∗ x∗

SONC, но не FONC FONC и SONC FONC и SONC

x

 f x h f x hf ' x O h

 f x h  f x hf ' x O h

f ' f '' <

.
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 f h f x hf ' x

 f h f x hf ' x

f ' x

O h

hf x h f x hf x f x O h

hf x h f x f x

h > x
f '' x

1.6.2. Многомерный случай

f

f  x ,     .

  f   x 

x

Локальный максимум. 
Градиент в центре равен 
нулю, но гессиан 
отрицательно определен

Седло. Градиент в центре 
равен нулю, но эта точка 
не является локальным 
минимумом

Чаша. Градиент в центре 
равен нулю и гессиан 
положительно определен. 
Это — локальный 
минимум

Algorithms_for_Optimization.indb   29 02.07.2020   18:06:42



 f  x f  x hy f  x h y f  x

f  x

f h f h f h f O hx y x x y y x y

h f f h fy x y = x y x

Пример 1.1. Проверка необходимых условий первого и второго порядка в точке для функции 
Розенброка. Точка минимума обозначена на рисунке черным кружочком

f x x xx

−2 0 2
−2

0

2

x1

x 2

f
x x x xx

f
f x x
x

x
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f f
x x x x x x x x

f
f f x

x x x x

x

f

f  x
    

1.7. Изолинии

f x x y
 

y -
x x

Пример 1.2. Пример диаграммы изолиний и связанная с ней трехмерная визуализация

f x x x x

y
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−2 0 2 −2
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1.8. Обзор

2. Производные

3. Метод интервалов

4. Метод спуска 5. Первого порядка

6. Второго порядка

7. Прямые методы

8. Стохастические
    методы

9. Популяционные
    методы

20. Выражения

10. Ограничения 11. Линейные 19. Дискретные

12. Многокритериальные

14. Суррогатные
      модели

13. Планы 
     выборки

15. Вероятностные 
суррогатные модели

16. Суррогатная 
     оптимизация

17. Оптимизация в условиях 
     неопределенности

18. Распространение неопределенности

21. Междисциплинарная оптимизация проектов
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1.9. Резюме

1.10. Упражнения

f x x x
f ' x x

f x y x y
x > y

f x
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Глава 2

Производные 

и градиенты

2.1. Производные

f ' x f x
f x

x

Рис. 2.1. f
f x

f x
x

f(x)

x

 f x x f x f ' x x.

Algorithms_for_Optimization.indb   37 02.07.2020   18:06:43



f
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x

ff x
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h h h

Рис. 2.2.
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dx

f x
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Пример 2.1.

SymEngine.jl SymPy
SymEngine.jl x x x x.

julia> usingusing SymEngine
julia> @vars x; #  x   
julia> f = x ^ 2 + x / 2 - sinsin(x) / x;
julia> diffdiff(f, x)
1 / 2 + 2 * x + sin(x) / x ^ 2 - cos(x) / x

2.2. Производные нескольких переменных

n

 w x wn xn b

w b n 

Рис. 2.3.

f x f x
f

n

f f f
f

x x x
x x x

x

 
f x.
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a b c a b c

Пример 2.2.

f x x x

f ff x x x
x x

x

f c
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n n n n

f f f
x x x x x x

f

f f f
x x x x x x
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x x x

  s  f x f
f x x s
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f fs x x s

s f x
g f x s g'

Пример 2.3.

f x x x
x s

f ff x x
x x

x

f fs x x s

g f x s – ,
 g' 2
 g'

1

f(α)

α

2.3. Численное дифференцирование
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2.3.1. Методы конечных разностей 
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Рис. 2.4. x x
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Алгоритм 2.1. f
x h

eps

diff_forwarddiff_forward(f, x; h = sqrtsqrt(epseps(Float64Float64))) = (f(x + h) - f(x)) / h
diff_centraldiff_central(f, x; h = sqrtsqrt(epseps(Float64Float64))) = (f(x + h / 2) - f(x - h / 2)) / h
diff_backwarddiff_backward(f, x; h = sqrtsqrt(epseps(Float64Float64))) = (f(x) - f(x - h)) / h

f x

f x f x f x
f x h f x h h h

f x f x
f x h f x h f x h h

f x h f x f x f x
f x h h

h
f x h f x

f x
h

h
f x f x

h h O h

h
O h

x
f x h f x h

f x f xh h hf x h f x f x

f x f xh h hf x h f x f x
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h hf x h f x h f x f x

f ' x

f x h f x h f x h
f x

h

2.3.2. Метод комплексного шага

h

   

f x f x
f x ih f x ihf x h ih

f x
f x ih hf x h

f x ih f x
f x h

h
f x ih

O h
h

h 

f x
O h h 

f x
f x ih f x h

f x
f x f x ih h
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f x f ' x
f

Алгоритм 2.2.

f x h
diff_complex(f, x; h = 1e-20) = imagimag(f(x + h*imim))/h

Пример 2.4.

f x x x
 

julia> f =  -> sinsin(  ^ 2);
julia> v = f(  / 2 + 0.001imim);
julia> realreal(v) # f(x)
0,6242698144866649
julia> imagimag(v) / 0.001 # f'(x)
-2.4542516170381785

2.4. Автоматическое дифференцирование 

d d df dgf g x f g x
dx dx dg dx

f a b ab a
a

a
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f ab a
a a

ab a
ab a a

ab a
ab a a a

a b ab a a a
ab a a a a a

b a
ab a

 

c4lnc3+

c1

c2

×

b

a

max

2

Рис. 2.5. ab a

f
   

  

2.4.1. Метод прямого аккумулирования
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dc dc dcdc dc dc dc dcdf df df df
dx dc dx dc dc dx dc dc dc dx dc dx

f a b ab a
a a b

a

c4lnc3+

c1

c2

×

b

a

max

2

a = 3
ȧ = 1

b = 2
ḃ = 0

Рис. 2.6. ab a
f a a 

b

f f a

 

,

b b
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c4lnc3+

c1

c2

×

b

a

max

2

a = 3
ȧ = 1

b = 2
ḃ = 0

c1 = a • b = 6
ċ1 = bȧ + aḃ = 2

c2 = max(a,  2) = 3

ċ2 =
�
�
�

0 при 2 > a

ȧ при 2 < a
= 1

c3 = c1 + c2 = 9
ċ3 = ċ1 + ċ2 = 3

c4 = ln c3 = ln 9
ċ4 = ċ3/c3 = 1

3

Рис. 2.7. ab a
f a a b

a b a b

a b c d a c b d 

a b c d ac ad bc

f

k
k

k

f a
f x x a

k
k

k

k

f a
f a b a b a

k
k k k

k

f a b
k

k k k

k

f a b
f a bf a

k

f a bf a
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Пример 2.5.

Dual
v

struct Dual
    v
    
end

BaseBase. :+ (a :: Dual, b :: Dual) = Dual(a.v + b.v, a.  + b. )
BaseBase. :* (a :: Dual, b :: Dual) = Dual(a.v * b.v, a.v * b.  + b.v * a. )
BaseBase.loglog(a :: Dual) = Dual(loglog(a.v), a. / a.v)
function BaseBase.maxmax(a :: Dual, b :: Dual)
     v = maxmax(a.v, b.v)
      = a.v > b.v ? a.  : a.v < b.v ? b.  : NaN
     return Dual(v, )
end
function Base.maxBase.max(a :: Dual, b :: Int)
      v = maxmax(a.v, b)
       = a.v > b ? a.  : a.v < b ? 0: NaN
      return Dual(v, )
end

ForwardDiff.jl

julia> using ForwardDiff
julia> a = ForwardDiff.Dual(3, 1);
julia> b = ForwardDiff.Dual(2, 0);
julia> log(a * b + maxmax(a, 2))
Dual{Void}(2.1972245773362196, 0.3333333333333333)

2.4.2. Метод обратного аккумулирования

n n
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dc dcdc dc dc dc dcdf df df df df
dx dc dx dc dc dx dc dc dc dc dc dx

TensorFlow
AutoDiffSource.jl

AutoDiffSource.jl

Пример 2.6. AutoDiffSource.jl
@

f
f

julia> using AutoDiffSource
julia> @  f(a, b) = loglog(a * b + maxmax(a, 2));
julia> y,  = f(3, 2);
julia> y
2.1972245773362196

TensorFlow

tensorflow.org
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julia> a, b = ()
(0.3333333333333333, 0.3333333333333333)

2.5. Резюме

2.6. Упражнения

f  x f x

f x
f x x e x /x x

f x
f ih

ih f '
f x y

x y
f/ y x y

f x
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Глава 3

Метод интервалов

 

3.1. Одномодальность

-
 f 

x f
x x x x

x

a c
a < b < c f a >

> f b < f c

a b c

Рис. 3.1.
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3.2. Нахождение начального интервала

 

x
brac_minimum

a b
x

y

a b
x

a  b
x

a      b
x

Рис. 3.2. brac_minimum

Алгоритм 3.1.

f x 0
s k

a b
function bracket_minimum(f, x = 0; s = 1e-2, k = 2.0)
     a, ya = x, f(x)

Algorithms_for_Optimization.indb   54 02.07.2020   18:06:45



     b, yb = a + s, f(a + s)
     if yb > ya
        a, b = b, a
        ya, yb = yb, ya
        s = -s
      end
      while true
          c, yc = b + s, f(b + s)
          if yc > yb
             return a < c ? (a, c) : (c, a)
          end
          a, ya, b, yb = b, yb, c, yc
          s *= k
      end
end

3.3. Алгоритм поиска Фибоначчи 

f
a b   

f
f

f

1 2

Новый интервал, если y1 < y2

Новый интервал, если y1 > y2

Рис. 3.3.

f
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Новый интервал, если y1 < y2

Новый интервал, если y1 > y2

ε

Рис. 3.4.

1 2

3

Рис. 3.5.

n

1 2

1, если 2,

в противном случае.
n

n n

n
F

F F� �

	�
� � ��

I1 = I2 + I3 = 8I5

I2 = I3 + I4 = 5I5

I3 = I4 + I5 = 3I5

I4 = 2I5

I5

Рис. 3.6. n
Fn

In
In– F In
In F In
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nn

nF

  

n
n

n
n

F s
F s

s

Алгоритм 3.2. f
a b n >

a b

function fibonacci_search(f, a, b, n;  = 0.01) 
   s = (1 - 5) / ( 1 + 5) 
    =1 / (  * (1 - s ^ (n + 1)) / (1 - s ^ n)) 
   d =  * b + (1 - ) * a 
   yd = f(d)   
   for i in 1 : n - 1 
        if i == n - 1
           c =  * a + (1 - ) * d
        else 
           c =  * a + (1 - ) * b 
        end 
        yc = f(c)
        if yc < yd
            b, d, yd = d, c, yc 
        else 
            a, b = b, c 
        end 
         = 1 / (  * (1 - s ^ (n - i + 1)) / (1 - s ^ (n - i))) 
   end 
   return a < b ? (a, b) : (b, a) 
end 
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3.4. Метод золотого сечения

n

n
n n

F
F

Пример 3.1.

f x x x a b
F
F

F
F

Ff x f a b a f
F

Ff x f a b a f
F

x x
a b

Fx a b a
F

Fx a b a
F

x
x

f x f
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x a b

Fx a b a
F

Fx a b a
F

x

f x f

a b

f

I1

I2 = I1
−1

I3 = I1
−2

I4 = I1
−3

I5 = I1
−4φ

φ

φ

φ

Рис. 3.7. n
n–

Алгоритм 3.3. f
a b n

(a, b)
n b - a  

function golden_section_search(f, a, b, n)
     =  - 1
    d =  * b + (1 - ) * a
    yd = f(d)
    for i = 1 : n - 1
        c =  * a + (1 - ) * b
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        yc = f(c)  
        if yc < yd
            b, d, yd = d, c, yc
        else
            a, b = b, c
        end
    end
    return a < b ? (a, b) : (b, a)
end

x

y

x x

Метод Фибоначчи

x x

x

y

x x

Метод золотого сечения

x x

Рис. 3.8.

x

y

x x

Метод Фибоначчи

x x

x

y

x x

Метод золотого сечения

x x

Рис. 3.9.
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3.5. Метод квадратичной аппроксимации

   

x

y

Рис. 3.10. 

a < b < c
p p p q a ya

b yb c yc

 q x p p x p x
 
 yb p p b p b
 yc p p c p c

a

b

c

y a a p

y b b p

y c c p

a

b

c

p a a y
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 a b c
x b x c x a x c x a x b

q x y y y
a b a c b a b c c a c b

a b c

a b c

y b c y c a y a b
x

y b c y c a y a b

Алгоритм 3.4.

f a c a < b < c n
a b c

function quadratic_fit_search(f, a, b, c, n)
   ya, yb, yc = f(a), f(b), f(c)
   for i in 1 : n - 3
       x = 0.5 * (ya * (b ^ 2 - c ^ 2) + yb * (c ^ 2 - a ^ 2)
                + yc * (a ^ 2 - b ^ 2)) / (ya * (b - c) + yb * (c - a) 
                + yc * (a - b))
       yx = f(x)
       if x > b
          if yx > yb
             c, yc = x, yx
          else
             a, ya, b, yb = b, yb, x, yx
          end
       elseif x < b
          if yx > yb
             a, ya = x, yx
          else
             c, yc, b, yb = b, yb, x, yx
          end
       end
   end
   return (a, b, c)
end
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Рис. 3.11.

3.6. Метод Шуберта–Пиявского 
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Рис. 3.12.
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Рис. 3.13.
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Рис. 3.14.

Алгоритм 3.5. f
a < b l

(a b)

struct Pt
   x
   y
end
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function _get_sp_intersection(A, B, l)
   t = ((A.y - B.y) - l * (A.x - B.x)) / 2l
   return Pt(A.x + t, A.y - t * l)
end
function shubert_piyavskii(f, a, b, l, ,  = 0.01)
   m = (a + b) / 2
   A, M, B = Pt(a, f(a)), Pt(m, f(m)), Pt(b, f(b))
   pts = [A, _get_sp_intersection(A, M, l),
          M, _get_sp_intersection(M, B, l), B]
    = Inf
   while  > 
       i = argmin([P.y for P in pts])
       P = Pt(pts[i].x, f(pts[i].x))
        = P.y - pts[i].y

       P_prev = _get_sp_intersection(pts[i - 1], P, l)
       P_next = _get_sp_intersection(P, pts[i + 1], l)
       deleteat!(pts, i)
       insert!(pts, i, P_next)   
       insert!(pts, i, P)
       insert!(pts, i, P_prev)
   end

   intervals = []
   i = 2 * (argmin([P.y for P in pts[1 : 2 : end]])) - 1
   for j in 2 : 2 : length(pts)
       if pts[j].y < pts[i].y
          dy = pts[i].y - pts[j].y
          x_lo = max(a, pts[j].x - dy/l)
          x_hi = min(b, pts[j].x + dy/l)
          if !isempty(intervals) && intervals[end][2] +   x_lo
               intervals[end] = (intervals[end][1], x_hi)
          else
               push!(intervals, (x_lo, x_hi))
          end
       end
   end
   return (pts[i], intervals)
end
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3.7. Метод бисекции
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Рис. 3.15.
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x
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Рис. 3.17. 
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Алгоритм 3.6. f'
a < b

f'
bisection (a b) '

f'
f \prime

function bisection(f’, a, b, )
    if a > b; a,b = b,a; end #   a < b
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    ya, yb = f’(a), f’(b)
    if ya == 0; b = a; end
    if yb == 0; a = b; end

    while b - a > 
       x = (a + b) / 2
       y = f’(x)    
       if y == 0
            a, b = x, x
       elseif sign(y) == sign(ya)
            a = x
       else
            b = x
       end
    end

    return (a,b)
end

Алгоритм 3.7.

f'
a b

k 2
function bracket_sign_change(f’, a, b; k = 2)
    if a > b; a,b = b,a; end #   a < b

    center, half_width = (b + a) / 2, (b - a) / 2
    while f’(a) * f’(b) > 0
        half_width *= k
        a = center - half_width
        b = center + half_width
    end

    return (a,b)
end
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3.8. Резюме

3.9. Упражнения

f x x x
f

f x x 
f
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Глава 4

Метод локального 

спуска

 

4.1. Метод спуска

x

  x
 

x
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4.2. Линейный поиск

d

 

f x d

x d

 
k

d k
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Алгоритм 4.1.

d
x f

function line_search(f, x, d)
    objective =  -> f(x +  * d)  
    a, b = bracket_minimum(objective)
     = minimize(objective, a, b)
    return x +  * d
end

x k d k

 
  -

 k k

Пример 4.1.

f x x x x x
x x x x d
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4.3. Приближенный линейный поиск
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Рис. 4.1.
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-
  

Алгоритм 4.2.

f f x
d

function backtracking_line_search(f, f, x, d, ; p = 0.5,  = 1e-4)
     y, g = f(x), f(x)
     while f(x +  * d) > y +  *  * (g . d)
          *= p
     end
     
end

7

6

54
3

2
1

x1

x 2

Рис. 4.2.
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Пример 4.2.
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Рис. 4.3.
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Рис. 4.5.
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Рис. 4.6.
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4.4. Методы доверительных областей
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Рис. 4.8.
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Рис. 4.9.

Алгоритм 4.3.

f x
d

function strong_backtracking(f, , x, d;  = 1,  = 1e-4,  = 0.1)
     y0, g0, y_prev, _prev = f(x), (x) · d, NaN, 0
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     lo, hi = NaN, NaN

    #   
    while true   
        y = f(x +  * d)
         if y > y0 +  *  * g0 || (!isnanisnan(y_prev) && y  y_prev)
              lo, hi = _ prev, 
              break
         end
         g = (x +  * d)· d
         if abs(g)  -  * g0
            return 
         elseif g  0
            lo, hi = , _ prev
            break
         end
         y_prev, _prev,  = y, , 2
    end

    #  
    ylo = f(x + lo * d)
    while true
          = ( lo + hi) / 2
         y = f(x +  * d)
         if y > y0 +  *  * g0 || y  ylo
             hi = 
         else
             g = (x +  * d) · d
             if abs(g)  -  * g0
                return 
             elseif g * ( hi - lo)  0
                hi = lo
             end
             lo = 
         end
    end
end 
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Алгоритм 4.4. f f
H x k_max

solve_trust_region_subproblem

x0

function trust_region_descent(f, f, H, x, k_max;
   1 = 0.25, 2 = 0.5, 1 = 0.5, 2 = 2.0,  = 1.0)
   y = f(x)
   for k in 1 : k_max
      x', y' = solve_trust_region_subproblem( f, H, x, )
      r = (y - f(x')) / (y - y')
      if r < 1
          *= 1
      else
         x, y = x', y'
         if r > 2
             *= 2
          end
      end
   end
   return x
end

using Convex
function solve_trust_region_subproblem( f, H, x0, )
    x = Variable(length(x0))
    p = minimize( f(x0)· (x - x0) + quadform(x - x0, H(x0)) / 2)
    p.constraints += norm(x - x0) <= 
    solve!(p)
    return (x.value, p.optval)
end
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Пример 4.3.
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4.6. Резюме
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Глава 5

Методы первого 

порядка

-
   

5.1. Градиентный спуск 
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Пример 5.1.

f x xx f x x x x k
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f
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x d
d

x d

 d k d k

d k d k

Алгоритм 5.1.

step!
init

abstractabstract type DescentMethod endend 
structstruct GradientDescent <: DescentMethod 
     
endend 
init!(M :: GradientDescent, f, f, x) = M 
functionfunction step!(M :: GradientDescent, f, f, x) 
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   , g = M. , f(x) 
   returnreturn x -  * g 
endend

x1

x 2

Рис. 5.1.

5.2. Метод сопряженных градиентов 
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Рис. 5.2.
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x1

x 2

Рис. 5.3.

Алгоритм 5.2.

d g
mutablemutable structstruct ConjugateGradientDescent <: DescentMethod
    d
    g
endend
functionfunction init(M :: ConjugateGradientDescent, f, f, x)
   M.g = f(x)
   M.d = -M.g
   return   return M
endend
functionfunction step! (M ::ConjugateGradientDescent, f, f, x)
    d, g = M.d, M.g
    g' = f(x)
     = maxmax(0, dot(g', g' - g) / (g  g))
    g' = - g' +  * d
    x' = line_searchline_search(f, x, d') 
    M.d, M.g = d', g'
    returnreturn x'
endend
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5.3. Метод моментов 
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Рис. 5.4.
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Алгоритм 5.3. step!
v

v[:] =  * v –  * g M
mutablemutable structstruct Momentum <: DescentMethod  
    #  
    #  
   v # 
endend
functionfunction init!(M :: Momentum, f, f, x)
   M.v = zeroszeros(lengthlength(x))
   return   return M
endend

Algorithms_for_Optimization.indb   93 02.07.2020   18:06:49



functionfunction step!(M :: Momentum, f, f, x)
   , , v, g = M. , M. , M.v, f(x)
   v[:] =  * v -  * g
   return   return x + v
endend

x1

x 2

Метод градиентного 
спуска

Метод моментов

Рис. 5.5.

b

5.4. Метод Нестерова 

 -

 v k v k f x k v k

 x k x k v k

Алгоритм 5.4.

mutablemutable structstruct NesterovMomentum <: DescentMethod 
    #  
    #  
   v # 
endend
functionfunction init!(M :: NesterovMomentum, f, f, x) 
   M.v = zeros(length(x)) 
returnreturn M 
endend 
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functionfunction step!(M :: NesterovMomentum, f, f, x) 
   , , v = M. , M. , M.v
   v[:] =  * v -  * f(x +  * v)
returnreturn x + v
endend

x1

x 2

Метод моментов
Метод Нестерова

Рис. 5.6.

b

5.5. Метод Adagrad 
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s

Алгоритм 5.5.

mutablemutable structstruct RMSProp <: DescentMethod
     #  
     #  
    s #   
endend
functionfunction init!(M :: Adagrad, f, f, x)
    M.s = zeroszeros(lengthlength(x))
    returnreturn M
endend
functionfunction step!(M :: Adagrad, f, f, x)
    , , s, g = M. , M. , M.s, f(x)
    s[:] += g .* g
    returnreturn x -  * g ./ (sqrt.(s) .+ )
endend

5.6. Метод RMSProp 

 RMSProp

k k k ks s g g

 

b b
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Алгоритм 5.6.

mutablemutable structstruct RMSProp <: DescentMethod
     #  
     #  
     #  
    s #   
endend
functionfunction init!(M :: RMSProp, f, f, x)
    M.s = zeroszeros(lengthlength(x))
    returnreturn M
endend
functionfunction step!(M :: RMSProp, f, f, x)
    , , , s, g = M. , M. , M. , M.s, f(x)
    s[:] =  * s + (1 - ) * (g .* g)
    returnreturn x -  * g ./ (sqrt.(s) .+ )
endend

5.7. Метод Adadelta 

 Adadelta

k k ki
i i i

i

x
x x g

g

x
x
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Алгоритм 5.7.

x
mutable struct Adadelta <: DescentMethod
    s #   
    x #   
      #  
    s  #   
    u  #    
endend
functionfunction init!(M :: Adadelta, f, f, x)
    M.s = zeroszeros(lengthlength(x))
    M.u = zeroszeros(lengthlength(x))
    returnreturn M
endend
functionfunction step!(M :: Adadelta, f, f, x)
    s, x, , s, u, g = M. s, M. x, M. , M.s, M.u, f(x)
    s[:] = s * s + (1 - s) * g .* g
    x = -(sqrt.(u) .+ ) ./ (sqrt.(s) .+ ) .* g
    u[:] = x * u + (1 - x) * x .* x
    returnreturn x + x
endend

5.8. Метод Adam 

   Adam

a v s  
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Алгоритм 5.8.

mutable structmutable struct Adam <: DescentMethod 
      #  
    v #  
    s #  
      #  
    k  #  
    v  #   
    s  #   
endend 
functionfunction init!(M :: Adam, f, f, x) 
    M.k = 0 
    M.v = zeroszeros(lengthlength(x)) 
    M.s = zeroszeros(lengthlength(x)) 
    returnreturn M 
endend 
functionfunction step!(M::Adam, f, f, x) 
    , v, s, , k = M. , M. v, M. s, M. , M.k
    s, v, g = M.s, M.v, f(x)
    v[:] = v * v + (1 - v) * g
    s[:] = s * s + (1 - s) * g .* g
    M.k = k += 1
    v_hat = v ./ (1 - v ^ k)
    s_hat = s ./ (1 - s ^ k)
    returnreturn x -  * v_hat ./ (sqrt.(s_hat) .+ )
endend 
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5.9. Гиперградиентный спуск 

  

 

k
k k k

f x
g x g
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k
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Алгоритм 5.9.

mutable structmutable struct HyperGradientDescent <: DescentMethod 
     0 #   
       #    
       #   
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     g_prev #  
endend 
functionfunction init!(M :: HyperGradientDescent, f, f, x) 
     M.  = M. 0 
     M.g_prev = zeroszeros(lengthlength(x)) 
    returnreturn M 
endend 
functionfunction step!(M :: HyperGradientDescent, f, f, x) 
    , , g, g_prev = M. , M. , f(x), M.g_prev 
     =  +  * (g· g_prev) 
    M.g_prev, M.  = g,  
    returnreturn x -  * g 
endend 

Алгоритм 5.10.

mutablemutable structstruct HyperNesterovMomentum <: DescentMethod
     0 #   
       #    
       #   
     v  # 
       #   
     g_prev #  
endend
functionfunction init!(M :: HyperNesterovMomentum, f, f, x)
     M.  = M. 0
     M.v = zeroszeros(lengthlength(x))
     M.g_prev = zeroszeros(lengthlength(x))
     returnreturn M
endend
functionfunction step!(M :: HyperNesterovMomentum, f, f, x)
     , ,  = M. , M. , M.
     v, g, g_prev = M.v, f(x), M.g_prev
      =  -  * (g· (-g_prev -  * v))
     v[:] =  * v + g
     M.g_prev, M.  = g, 
     returnreturn x -  * (g +  * v)
endend
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Рис. 5.7.
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5.10. Резюме
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Глава 6

Методы второго 

порядка 

 

6.1. Метод Ньютона 

x

f

x

f

Рис. 6.1.
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k

f x
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f x

x(k)x(k+1)

x

f

x(k)x(k+1)

0

x

f’

Рис. 6.2.

f '
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x

f

Осцилляция

x(k) x(k+1)

x

Проскок

x(k)x(k+1)

x

Отрицательная f''

Рис. 6.3.

 

x
 

f '' x I
f ''' x I

f x f x
c

f xf x
c

I x  

x k

k k k k k kf q fx x x g x x x x x x

g k k x k

q x k g k k x x k

 

Algorithms_for_Optimization.indb   107 02.07.2020   18:06:51



 x k x k k g k

f

x

 d k k g k

Пример 6.1.
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Алгоритм 6.1. f
H x

k_max
functionfunction newtons_method( f, H, x, , k_max)
   k,  = 1, InfInf
   whilewhile normnorm( ) >  && k  k_max
        = H(x) \ f(x)
       x -= 
       k += 1
   endend
   returnreturn x
endend

6.2. Метод секущих 

 f ' f ''

f '

k k
k

k k

f x f x
f x

x x

k k
k k k

k k

x xx x f x
f x f x

 -
  

Algorithms_for_Optimization.indb   109 02.07.2020   18:06:51



6.3. Квазиньютоновские методы 

 f '' -
 

 x k x k k k g k

k k

x k

Алгоритм 6.2.

f'
x0 x1

x
functionfunction secant_method(f', x0, x1, )
    g0 = f'(x0)
     = InfInf
    whilewhile absabs( ) > 
       g1 = f'(x1)
        = (x1 - x0) / (g1 - g0) * g1
       x0, x1, g0 = x1, x1 - , g1
   endend
   returnreturn x1
endend

 k g k g k

 k x k x k

– –   

T

T
,

T

T
� � �

Q QQ Q
Q

γγ δδ
γ γ δ γ

k
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f cxx x + b x

Алгоритм 6.3.

mutable structmutable struct DFP <: DescentMethod
    Q
endend
functionfunction init!(M :: DFP, f, f, x)
    m = lengthlength(x)
    M.Q = MatrixMatrix(1.01.0I, m, m)
    returnreturn M
endend
functionfunction step!(M :: DFP, f, f, x)
     Q, g = M.Q, f(x)
     x' = line_search(f, x, -Q * g)
     g' = f(x')
      = x' - x
      = g' - g
     Q[:] = Q - Q *  * ' * Q / ( ' * Q * ) +  * ' / ( ' * )
     returnreturn x'
endend

 – –
–

T T

T T T
1 ,

T T� ��
� � � �� �

� �

Q Q QQ Q δγ γδ γ γ δδ
δ γ δ γ δ γ

Алгоритм 6.4.

mutable structmutable struct BFGS <: DescentMethod
    Q
endend
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functionfunction init!(M :: BFGS, f, f, x)
    m = length(x)
    M.Q = Matrix(1.0I, m, m)
    returnreturn M
endend
functionfunction step!(M :: BFGS, f, f, x)
     Q, g = M.Q, f(x)
     x' = line_search(f, x, -Q * g)
     g' = f(x')
      = x' - x
      = g' - g
     Q[:] = Q - (  * ' * Q + Q *  * ) / ( ' * ) +
                (1 + ( ' * Q * ) / ( ' * ))[1] * (  * ') / ( ' * )
     returnreturn x'
endend

n n

 BFGS   L-BFGS
m

i i m

Алгоритм 6.5.

m
LimitedMemoryBFGS s
s qs

mutable structmutable struct LimitedMemoryBFGS <: DescentMethod 
     m 
     s 
     s 
     qs  
endend  
functionfunction init!(M :: LimitedMemoryBFGS, f, f, x)  
     M. s = []  
     M. s = [] 
     M.qs = [] 
     returnreturn M 
endend 
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functionfunction step!(M :: LimitedMemoryBFGS, f, f, x) 
     s, s, qs, g = M. s, M. s, M.qs, f(x) 
     m = length( s) 
     ifif m > 0 
          q = g 
          forfor i inin m : -1 : 1 
              qs[i] = copy(q) 
              q -= ( s[i]· q) / ( s[i]·  s[i]) * s[i] 
          endend 
          z = ( s[m] .* s[m] .* q) / ( s[m]· s[m]) 
          forfor i inin 1 : m 
              z += s[i] * ( s[i]· qs[i] - s[i].z) / ( s[i]· s[i]) 
          endend 
          x' = line_search(f, x, -z) 
     elseelse 
          x' = line_search(f, x, -g) 
     endend 
     g' = f(x') 
     push!( s, x' - x); push!( s, g' - g) 
     push!(qs, zeros(length(x))) 
     whilewhile length( s) > M.m 
        popfirst!( s); popfirst!( s); popfirst!(qs) 
     endend 
     returnreturn x' 
endend 

d x
q m f x q i i m 

� � � �
� �� � � �

� �� � � �
� �

T
1 1

1 1

T
1 1

.

i i
i i i

i i

� �
� �

� �
� �

δ q
q q γ

γ δ
m

� �
� � � � � �

� �� � � �
0

T

m m m

m m
�
γ δ qz

γ γ
� �

z i i m
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� � � � � �
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T T1 1 1 1

1 1

T T1 1 1 1
.
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� � � �

� �
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� �
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δ q γ zz z δ
γ δ γ δ

d z m

� �
� � � �� �
� �� � � �

T
1 1

1

T
1 1

.�Q
γ δ
γ γ

z Q q z

x1

x 2

DFP
BFGS
L-BFGS (m = 3)
L-BFGS (m = 2)
L-BFGS (m = 1)

Рис. 6.4.

m

6.4. Резюме
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6.5. Упражнения

f x x

f x x x

x

H

f x x x x x

f

f '
x i f ' x i x i x i f ' x i

x x
f f x f x
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Глава 7

Прямые методы

f
      -

    

7.1. Циклический поиск координат

     
  

x

n
x

f x x x xx

n
x

f x x x xx

n i
i

 

Алгоритм 7.1. i n
basisbasis(i, n) = [k == i ? 1.0 : 0.0 for k in 1 : n]

Algorithms_for_Optimization.indb   119 02.07.2020   18:06:52



x1

x 2

Рис. 7.1.

Алгоритм 7.2.

f x

functionfunction cyclic_coordinate_descentcyclic_coordinate_descent(f, x, ) 
    , n = InfInf, lengthlength(x) 
    whilewhile absabs( ) >  
       x' = copycopy(x) 
       forfor i inin 1:n 
           d = basisbasis(i, n) 
           x = line_searchline_search(f, x, d) 
       endend 
        = normnorm(x - x') 
    endend 
    returnreturn x 
endend 

x1

x 2

Рис. 7.2.

f

f
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x e x n

e n x n

7.2. Метод Пауэлла

  

x1

x 2

Исходный
Ускоренный

Алгоритм 7.3.

f
x

functionfunction cyclic_coordinate_descent_with_acceleration_stepcyclic_coordinate_descent_with_acceleration_step(f, x, )
    , n = InfInf, lengthlength(x)
    whilewhile absabs( ) > 
        x' = copycopy(x)
        forfor i inin 1 : n 
            d = basisbasis(i, n)
            x = line_searchline_search(f, x, d)
        endend
        x = line_searchline_search(f, x, x - x') #  

Рис. 7.3.
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         = normnorm(x - x')
    endend
    returnreturn x
endend

u u n

u i e i i x

 x i line_search f x i u i i n

u

 u i u i i n 

x x n

 u n x n

x

x1

x 2

Рис. 7.4.

k
k n

n
n n 
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Алгоритм 7.4. f
x

functionfunction powellpowell(f, x, )
   n = lengthlength(x)
   U = [basisbasis(i, n) forfor i inin 1 : n]
    = InfInf 
   whilewhile  >  
       x' = x
       forfor i inin 1 : n 
           d = U[i]
           x' = line_searchline_search(f, x', d)
       endend 
       forfor i inin 1 : n - 1
           U[i] = U[i + 1]
       endend
       U[n] = d = x' - x
       x' = line_searchline_search(f, x, d)
        = normnorm(x' - x)
       x = x'
   endend
   returnreturn x
endend

n n

7.3. Метод Хука–Дживса 

 –

f x f x e i 

 -
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Рис. 7.5.

n n

7.4. Обобщенный поиск по шаблону

   
 

x

x d d

n n
n

n

d j Gz j

n n z

Algorithms_for_Optimization.indb   124 02.07.2020   18:06:53



d d 
d m n

x 1 x

Положительный базис 
конуса

Положительный базис 
одномерного пространства

Положительный базис R2

Рис. 7.6.

Алгоритм 7.5.

f x

functionfunction hooke_jeeveshooke_jeeves(f, x, , ,  = 0.5) 
      y, n = f(x), lengthlength(x) 
      whilewhile  >  
          improved = false
          x_best, y_best = x, y
          forfor i inin 1 : n
              forfor sgn inin (-1, 1) 
                  x' = x + sgn *  * basis(i, n) 
                  y' = f(x') 
                  ifif y' < y_best 
                     x_best, y_best, improved = x', y', truetrue 
                  endend
              endend
          endend
          x, y = x_best, y_best 
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          ifif !improved
              *= 
          endend
      endend
      returnreturn x
   endend 

-
 

x(1) x(2) = x(3)

x(4) = x(5)

Рис. 7.7.

7.5. Симплекс-метод Нелдера–Мида

  –  
 n
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Алгоритм 7.6.

f x
D

function function generalized_pattern_searchgeneralized_pattern_search(f, x, , D, ,  = 0.5)
    y, n = f(x), lengthlength(x)
    whilewhile  > 
         improved = falsefalse
         forfor(i, d)inin enumerateenumerate(D)
             x' = x +  * d
             y' = f(x')
             ifif y' < y 
                x, y, improved = x', y', truetrue
                D = pushfirst!pushfirst!(deleteat!deleteat!(D, i), d)
                breakbreak
             endend
         end         end 
         ifif !improved
             *= 
         endend
    endend
    returnreturn x
endend

Рис. 7.8.
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Начальный симплекс

Упорядочиваем вершины симплекса
Вычисляем 
Вычисляем точку отражения:
xr = + ( − h)

yr < yl?

да

Вычисляем точку расширения:
xe = + β ( r −x )

ye < yr?

да

нет

Заменяем xh точкой xe

нет yr ≥ ys?

нет

Заменяем xh точкой точкойxr

Есть сходимость? да Возвращаем наилучшую точку

нет

да yr ≥ yh? нет

Заменяем xh точкой xrда

Вычисляем точку сужения:
xc = + ( h− x̄x̄ x )

yc > yh?

нет

да

Заменяем h xx c

Сжимаем, заменяя все 
x(i) точками (x(i) + xl )/2

x̄x̄

x̄

x̄

x̄ x

γ

α

Рис. 7.9.

Алгоритм 7.7.

f S

functionfunction nelder_meadnelder_mead(f, S, ;  = 1.0,  = 2.0,  = 0.5)
   , y_arr = InfInf, f.(S) 
   whilewhile  >  
      p = sortpermsortperm(y_arr)                 #   
      S, y_arr = S[p], y_arr[p] 
      xl, yl = S[1], y_arr[1]             #   
      xh, yh = S[endend], y_arr[endend]         #  
      xs, ys = S[end end - 1], y_arr[end end - 1] #  
      xm = mean(S[1 : end end - 1])           # 
      xr = xm +  * (xm - xh)             #  
      yr = f(xr)
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      ifif yr < yl
          xe = xm +  * (xr - xm) #  
          ye = f(xe)
          S[endend], y_arr[endend] = ye < yr ? (xe, ye) : (xr, yr)

      elseifelseif yr > ys
          ifif yr > yh
             xh, yh, S[endend], y_arr[endend] = xr, yr, xr, yr
          endend 
          xc = xm +  * (xh - xm) #  
          yc = f(xc)
          ifif yc > yh
             forfor i inin 2 : lengthlength(y_arr)
                 S[i] = (S[i] + xl) / 2
                 y_arr[i] = f(S[i])
             endend
          elseelse
             S[endend], y_arr[endend] = xc, yc 
          endend
      elseelse
          S[endend], y_arr[endend] = xr, yr 
      endend 

       = stdstd(y_arr, corrected = falsefalse)
   endend
   returnreturn S[argminargmin(y_arr)]
endend 

x x n xh
xs

xl x
xh

f x

r hx x x x

l rx x x x

>

?
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Рис. 7.10.

Рис. 7.11.
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 y y n

7.6. Разделенные прямоугольники

  DIRECT
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l > x y f x
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Рис. 7.12.
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Рис. 7.13. l
l

7.6.1. Односторонний метод DIRECT 
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Пример 7.1.
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7.6.2. Многомерный метод DIRECT 

Выборка

Горизонтальное 
разделение

Вертикальное 
разделение

Вертикальное 
разделение

Горизонтальное 
разделение

Рис. 7.18.
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7.6.3. Реализация

Алгоритм 7.8. DIRECT
f a b

k_max

functionfunction directdirect(f, a ,b, , k_max)
    g = reparametrize_to_unit_hupercuvereparametrize_to_unit_hupercuve(f, a, b)
    intervals = IntervalsIntervals()
    n = lengthlength(a)
    c = fillfill(0.5, n)
    interval = IntervalInterval(c, g(c), fill(0, n))
    add_interval!add_interval!(intervals,interval)
    c_best, y_best = copycopy(interval.c), interval.y

    forfor k inin 1:k_max 
        S = get_opt_intervalsget_opt_intervals(intervals, , y_best)
        to_add = IntervalInterval[]
        forfor interval inin S 
            append!append!(to_add, dividedivide(g, interval))
            dequeue!dequeue!(intervalsintervals[min_depthmin_depth(interval)])
        endend 
        forfor interval inin to_add 
            add_interval!add_interval!(intervals, interval)
            ifif interval.y < y_best

Рис. 7.19.
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               c_best, y_best = copycopy(interval.c), interval.y 
            endend 
        endend
    endend 

    returnreturn rev_unit_hypercube_parameterizationrev_unit_hypercube_parameterization(c_best, a, b)
endend

Алгоритм 7.9.

f
a b

rev_unit_hypercube_parameterizationrev_unit_hypercube_parameterization(x, a, b) = x. * (b - a) + a
functionfunction reparameterize_to_unit_hypercubereparameterize_to_unit_hypercube(f, a, b)
     = b - a
    returnreturn x -> f(x .*  + a)
endend

x
x

y

Алгоритм  7.10. DIRECT
Interval c
y = f(c) depths
add_interval!

usingusing DataStructures 
structstruct Interval 
    c 
    y 
    depths 
endend 
min_depth(interval) = minimumminimum(interval.depths) 
constconst Intervals = DictDict{Int, PriorityQueuePriorityQueue{Interval, Float64Float64}} 
functionfunction add_interval!add_interval!(intervals, interval) 
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     d = min_depthmin_depth(interval) 
     ifif !haskey!haskey(intervals, d) 
        intervals[d] = PriorityQueue{Interval, Float64Float64}() 
     endend 
     returnreturn enqueue!enqueue!(intervals[d], interval, interval.y) 
endend 

Алгоритм 7.11.

intervals Intervals
y_best

functionfunction get_opt_intervalsget_opt_intervals(intervals, , y_best)
   max_depth = maximummaximum(keyskeys(intervals))
   stack = [DataStructures.peekpeek(intervals[max_depth])[1]]
   d = max_depth - 1
   whilewhile d  0
      ifif haskeyhaskey(intervals, d) && !isempty!isempty(intervals[d])
         interval = DataStructures.peekpeek(intervals[d])[1]
         x, y = 0.5 * 3.0 ^ (-min_depthmin_depth(interval)), interval.y

         whilewhile !isempty!isempty(stack)
             interval1 = stack[endend]
             x1 = 0.5 * 3.0 ^ (-min_depthmin_depth(interval1))
             y1 = interval1.y
             l1 = (y - y1) / (x - x1)
             ifif y1 - l1 * x1 > y_best -  || y < y1
                pop!pop!(stack)
             elseifelseif lengthlength(stack) > 1
                interval2 = stack[end end - 1]
                x2 = 0.5 * 3.0 ^ (-min_depth(interval2))
                y2 = interval2.y
                l2 = (y1 - y2) / (x1 - x2)
                ifif l2 > l1
                   pop!pop!(stack)
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                elseelse
                   breakbreak
                endend
             elseelse
                breakbreak
             endend
         endend

         push!push!(stack, interval) #   
      endend
      d -= 1
   endend
   returnreturn stack
endend

Алгоритм 7.12. f
intervals

functionfunction dividedivide(f, interval)
    c, d, n = interval.c, min_depthmin_depth(interval), lengthlength(interval.c)
    dirs = findallfindall(interval.depths .== d)
    cs = [(c + 3.0 ^ (-d -1) * basisbasis(i, n),
           c - 3.0 ^ (-d -1) * basisbasis(i, n)) forfor i inin dirs]
     vs = [(f(C[1]), f(C[2])) forfor C inin cs]
     minvals = [minmin(V[1], V[2]) forfor V inin vs]

     intervals = Interval[]
     depths = copycopy(interval.depths)
     forfor j inin sortpermsortperm(minvals)
         depths[dirs[j]] += 1
         C, V = cs[j], vs[j]
         push!push!(intervals, Interval(C[1], V[1], copycopy(depths)))
         push!push!(intervals, Interval(C[2], V[2], copycopy(depths)))
     endend
     push!push!(intervals, Interval(c, interval.y, copycopy(depths)))
     returnreturn intervals
endend
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Пример 7.2.
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7.8. Упражнения

f
n

x

x

x k x k
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Глава 8

Стохастические 

методы

 

8.1. Шумный спуск 

 x x k g k k

k

k k

rand
srand
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Алгоритм 8.1.

DescentMethod k
mutablemutable structstruct NoisyDescent <: DescentMethod
    submethod
    
    k
endend
functionfunction init!(M :: NoisyDescent, f, f, x)
    init!(M.submethod, f, f, x)
    M.k = 1
    returnreturn M 
endend
functionfunction step!(M :: NoisyDescent, f, f, x)
    x = step!(M.submethod, f, f, x)
     = M. (M.k)
    x += . * randnrandn(lengthlength(x))
    M.k += 1 
    returnreturn x
endend

  

Рис. 8.1.

f x xx
x1

x 2

Cтохастический градиентный спуск
Наискорейший спуск
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k k

k k

8.2. Метод адаптивного прямого поиска на сетке 

k k k

k k k

Пример 8.1.

l

d d
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n
n

k

nn i
id d n d n j d j j

n

Алгоритм 8.2. n 

n
functionfunction rand_positive_spanning_set( , n)
    = round(Int, 1 / sqrt( ))
   L = Matrix(Diagonal(  * randrand([1, -1], n)))
   forfor i inin 1 : n - 1 
       forfor j inin i + 1 : n 
         L[i, j]=randrand(-  + 1 :  - 1)
       endend
   endend
   D = L[randperm(n), :]
   D = L[:, randperm(n)]
   D = hcathcat(D, -sumsum(D, dims = 2))
   returnreturn [D[:, i] for i in 1 : n + 1]
endend

m m m m <

� �
� �

� �� �
1

4, если итерация не привела к улучшению,

min 1, 4 в противном случае.

k
k

k

�
�

�
�

��� �
��
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f x k x k d < f x k

x k d x k d

Рис. 8.2.

Алгоритм 8.3. f
x

functionfunction mesh_adaptive_direct_search(f, x, )
   , y, n = 1, f(x), lengthlength(x)
   whilewhile  > 
      improved = falsefalse
      forfor (i, d) in enumeratein enumerate(rand_positive_spanning_set( , n))
          x' = x +  * d
          y' = f(x')
          ifif y' < y
             x, y, improved = x' y', truetrue
             x' = x + 3  * d
             y' = f(x')
             ifif y' < y
                x, y = x', y'
             endend
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              breakbreak
           endend
       endend
        = improved ? min(4 , 1) :  / 4
    endend
    returnreturn x
endend

8.3. Имитация отжига

  

x x'
T

� �
1, если 0,

min ,  1 , если 0,y t

y

e y��

� 	��
� � 
��

y f x' f x t
  

t
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Рис. 8.3.
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Алгоритм 8.4.

f x T
t k_max

functionfunction simulated_annealing(f, x, T, t, k_max) 
   y= f(x) 
   x_best, y_best = x,  y 
   forfor k inin 1 : k_max 
       x' = x + randrand(T) 
       y' = f(x') 
       y = y' - y 
       ifif y  0 || randrand() < expexp(- y / t(k)) 
           x, y = x', y'
       endend
       ifif y' < y_best
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           x_best, y_best = x', y' 
       endend 
   endend 
   returnreturn x_best 
endend

Пример 8.2.
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Алгоритм 8.5.

v
a

c
ns
functionfunction corana_update!(v, a, c, ns)
   forfor i inin 1 : lengthlength(v)
       ai, ci = a[i], c[i]
       ifif ai > 0.6ns  
          v[i] *= (1 + ci * (ai / ns - 0.6) / 0.4)
       elseifelseif ai < 0.4ns
          v[i] /= (1 + ci * (0.4 - ai / ns) / 0.4)
       endend
   endend
   returnreturn v
endend 

ns nt

n

Алгоритм 8.6. f
x v

t

ns
nt

n
c

functionfunction adaptive_simulated_annealing(f, x, v, t, ;
     ns = 20, n  = 4, nt = maxmax(100, 5lengthlength(x)),
      = 0.85, c = fillfill(2, lengthlength(x)))
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Инициализация параметров

Счетчик циклов ≥ ns?

Уточняем вектор шагов 

Удовлетворяется ли 
критерий остановки?

Сбрасываем счетчик циклов в нуль

Нет корректировок шага? ≥ nt?

Снижаем температуру
Сбрасываем счетчик корректировок в нуль 

Добавляем точку в список оптимумов

Конец

да

да

да

нет

нет

нет

Выполняем цикл случайных шагов, 
каждый по отдельной координатной оси. 

Принимаем или отклоняем каждую точку 
в соответствии с критерием Метрополиса. 
Записываем текущую оптимальную точку

     y = f(x)
     x_best, y_best = x, y
     y_arr, n, U = [], lengthlength(x), Uniform(-1.0, 1.0)
     a,counts_cycles,counts_resets = zeroszeros(n), 0, 0

     while truewhile true
         for         for i inin 1:n
             x' = x + basis(i,n) * randrand(U) * v[i]
             y' = f(x')
             y = y' - y
             ifif y < 0 || randrand() < expexp(- y / t)
                x, y = x', y'
                a[i] += 1
                ifif y' < y_best; x_best, y_best = x', y'; endend
             endend
         endend
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         counts_cycles += 1
         counts_cycles  ns || continuecontinue

         counts_cycles = 0
         corana_update!(v, a, c, ns)
         fill!fill!(a, 0)
         counts_resets += 1
         counts_resets  nt || continuecontinue

         t *= 
         counts_resets = 0
         push!(y_arr, y)

         ifif !(lengthlength(y_arr) > n  && y_arr[endend] - y_best   &&
             allall(absabs(y_arr[endend] - y_arr[end end - u])   forfor u inin 1 : n ))
             x, y = x_best, y_best
         elseelse
             breakbreak
         endend
    endend
    returnreturn x_best
endend

y

x

y

x x x

Рис. 8.5.
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8.4. Метод перекрестной энтропии 

  

 

Алгоритм 8.7.

f P k_max
m

m_elite
usingusing Distributions 
functionfunction cross_entropy_method(f, P, k_max, m = 100, m_elite = 10) 
    forfor k inin 1 : k_max 
        samples = rand(P, m) 
        order = sortperm([f(samples[:, i]) for i in 1 : m]) 
        P = fit(typeof(P), samples[:, order[1 : m_elite]]) 
    endend 
    returnreturn P 
endend 

 m

 –
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Пример 8.3.

Distributions.jl
P rand(P, m)

n m m n
P fit

srandsrand(0) #     
f = x -> norm(x)
 = [0.5, 1.5]
 = [1.0 0.2; 0.2 2.0]

P = MvNormal( , )
k_max = 10
P = cross_entropy_method(f, P, k_max)
@show P.

P.  = [-6.13623e-7, -1.37216e-6]

x1

x 2

x1 x1 x1

Рис. 8.6. m
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Пример 8.4.
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Aппроксимация с помощью 
нормального распределения

Aппроксимация с помощью смеси

8.5. Стратегии естественной эволюции

x p f x

� � � � � � � �~ p f p f d"� # $ � � �% & 'θ θx θ x x θ x xE

� �
� � � � � �

p
p f d

p
� � �' θ

x θ x θ x xx θ
� � � � � �logp p f d� � �' θx θ x θ x x

� � � � � �~ logp f p"� � �# $% &θx θ x x θE
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� �� � � �� �
1

1
log .

m
i i

i
f p

m �

� �! θx x θ

p x

Пример  8.5.

d

� � � � � � � �1 22 11
, 2 exp ,

2

dp ( �� ) �� �� � � �� �
� �

Σ Σ Σx μ x μ x μ

� � � � � �11 1
log , log 2 log .

2 2 2

dp ( ) �� � � � � �Σ Σ Σx μ x μ x μ

� � � � � �1log , ,p �� � �Σ Σμ x μ x μ

� � � � � �� �T1 1 11 1
log , .

2 2
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� � � � � � � � � � � �Tlog , log , log , .p p p# $� � � ��* +% &A Σ ΣA A Σ Σx μ x μ x μ

Алгоритм 8.8.

f
k_max m

rand( )

logp(x, )
usingusing Distributions
functionfunction natural_evolution_strategies(f, ,k_max; m = 100,  = 0.01)
   forfor k inin 1 : k_max
       samples = [rand( ) for i in 1 : m]
        -=  * sum(f(x) * logp(x, ) forfor x inin samplessamples) / m
   endend
   returnreturn 
endend

x1

x 2

x1 x1 x1

Рис. 8.7.

8.6. Адаптация ковариационной матрицы

   
 CMA-ES
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Рис. 8.8.
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Алгоритм 8.9.

f x k_max
m

m_elite

functionfunction covariance_matrix_adaptation(f, x, k_max;
    = 1.0,
   m = 4 + floorfloor(IntInt, 3 * loglog(lengthlength(x))),
   m_elite = divdiv(m, 2))
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   , n = copy(x), length(x)
   ws = normalize!(vcat(log((m + 1) / 2) .- [log(i) forfor i inin 1 : m_elite],
                   zeros(m - m_elite)), 1)
   _eff = 1 / sumsum(ws. ^ 2)
   c  = ( _eff + 2)/(n + _eff + 5)
   d  = 1 + 2max(0, sqrt(( _eff - 1) / (n + 1)) - 1) + c
   c  = (4 + _eff / n)/(n + 4 + 2 _eff / n)
   c1 = 2 / ((n + 1.3) ^ 2 + _eff)
   c  = min(1 - c1, 2 * ( _eff - 2 + 1 / _eff) / ((n + 2) ^ 2 + _eff))
   E = n ^ 0.5 * (1 - 1 / (4n) + 1 / (21 * n ^ 2))
   p , p ,  = zeros(n), zeros(n), Matrix(1.0I, n, n)
   forfor k inin 1 : k_max
       P = MvNormal( ,  ^ 2 * )
       xs = [rand(P) forfor i inin 1 : m]
       ys = [f(x) forfor x inin xs]
       is = sortperm(ys) #     

       #     
       s = [(x - )/  forfor x inin xs]
       w = sum(ws[i] * s[is[i]] forfor i inin 1 : m_elite)
        +=  * w

       #   
       C =  ^- 0.5
       p  = (1 - c ) * p  + sqrt(c  * (2 - c ) * _eff) * C * w
        *= exp(c /d  * (norm(p )/E - 1))

       #  
  h  = norm(p ) / sqrt(1 - (1 - c ) ^ (2k)) < (1.4 + 2/(n + 1)) * E ? 1 : 0
       p  = (1 - c ) * p  + h  * sqrt(c  * (2 - c ) * _eff) * w
       w0 = [ws[i]  0 ? ws[i] : n * ws[i] / norm(C * s[is[i]]) ^ 2
             forfor i inin 1 : m]
        = (1 - c1 - c ) *  +
            c1 * (p  * p ' + (1 - h ) * c  * (2 - c ) * ) + 
            c  * sum(w0[i] * s[is[i]] * s[is[i]]' forfor i inin 1 : m)
        = triu( ) + triu( , 1)' #  
   endend
   return    return 
endend
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Рис. 8.9.

8.7. Резюме

Algorithms_for_Optimization.indb   167 02.07.2020   18:06:59



8.8. Упражнения
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Глава 9

Популяционные 

методы

 

9.1. Инициализация

a b

j
i i iU a bx

x j j
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Алгоритм 9.1. m

a, b
functionfunction endrand_population_uniform(m, a, b)
   d = length(a)
   returnreturn [a + rand(d) .* (b - a) forfor i inin 1 : m]
endend

Алгоритм 9.2. m

 
usingusing Distributions 
functionfunction rand_population_normal(m, , )  
    D = MvNormal( , ) 
    returnreturn [rand(D) for i in 1 : m] 
endend 

   

Алгоритм 9.3. m

usingusing Distributions
functionfunction rand_population_cauchy(m, , )
   n = lengthlength( )
   returnreturn [[rand(Cauchy( [j], [j])) for j in 1 : n] for i in 1 : m]
endend
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9.2. Генетические алгоритмы

  

 

Алгоритм 9.4.

f k_max SelectionMethod S
CrossoverMethod C MutationMethod M
functionfunction genetic_algorithm(f, population, k_max, S, C, M)
    forfor k inin 1 : k_max
       parents = selectselect(S, f.(population))
       children = [crossover(C, population[p[1]], population[p[2]])
                   forfor p inin parents]
       population .= mutate.(RefRef(M), children)
    endend
    population[argmin(f.(population))]
endend

−5             0              5
0

0,2

0,4

x

p
(x

)

Нормальное
Коши

Рис. 9.1.

9.2.1. Хромосомы
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d
bitrand(d)

−4 −2 0 2 4
−4

−2
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2

4

x1

x 2

Равномерное

−4 −2 0 2 4
x1

Нормальное

−4 −2 0 2 4
x1

Коши

Рис. 9.2.

a b

Рис. 9.3.

d

9.2.2. Инициализация
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Алгоритм 9.5. m
n

rand_population_binary(m, n) = [bitrand(n) for i in 1 : m] 

9.2.3. Отбор

m
m m

 
k  

k
 

 

f
i x i y i f x i

y y m

i y y m i

Особь

y

Особь

y

Рис. 9.4. m k

Algorithms_for_Optimization.indb   173 02.07.2020   18:06:59



Алгоритм 9.6.

selection SelectionMethod
f

abstractabstract type SelectionMethod endend

structstruct TruncationSelection <: SelectionMethod
    k #   k 
endend
functionfunction select(t :: TruncationSelection, y)
     p = sortperm(y)
     returnreturn [p[rand(1 : t.k, 2)] for i in y]
endend

structstruct TournamentSelection <: SelectionMethod
     k
endend
functionfunction select(t :: TournamentSelection, y)
     getparent() = beginbegin
         p = randperm(length(y))
         p[argmin(y[p[1 : t.k]])]
      endend
      returnreturn [[getparent(), getparent()] for i in y]
endend

structstruct RouletteWheelSelection <: SelectionMethod endend
functionfunction select( :: RouletteWheelSelection, y)
       y = maximum(y) .- y
       cat = Categorical(normalize(y, 1))
       returnreturn [rand(cat, 2) for i in y]
endend

Особь

y

Особь

y

Рис. 9.5. m k
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Рис. 9.6. m

9.2.4. Кроссовер

 

  

Родитель A
Родитель B

Потомок
Точка кроссовера

Рис. 9.7.

  

Родитель A
Родитель B

Потомок
Точка кроссовера 1 Точка кроссовера 2

Рис. 9.8.
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Родитель A
Родитель B

Потомок

Рис. 9.9.

xa xb

 x xa xb

Алгоритм 9.7.

CrossoverMethod
a b

abstractabstract type CrossoverMethod endend 
structstruct SinglePointCrossover <: CrossoverMethod endend 
functionfunction crossover( :: SinglePointCrossover, a, b) 
    i = rand(1 : length(a)) 
    returnreturn vcat(a[1 : i], b[i + 1 : end]) 
endend
 
structstruct TwoPointCrossover <: CrossoverMethod endend 
functionfunction crossover( :: TwoPointCrossover, a, b) 
    n = length(a) 
    i, j = rand(1 : n, 2) 
    ifif i > j 
        (i, j) = (j, i) 
    endend 
    returnreturn vcat(a[1 : i], b[i + 1 : j], a[j + 1 : n]) 
endend 

structstruct UniformCrossover <: CrossoverMethod endend 
functionfunction crossover( :: UniformCrossover, a, b) 
    child = copy(a) 
    forfor i inin 1 : length(a) 
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        ifif rand() < 0.5
           child[i] = b[i]
        endend
    endend
    returnreturn child
endend

Алгоритм 9.8.

structstruct InterpolationCrossover <: CrossoverMethod 
     
endend 
crossover(C :: InterpolationCrossover, a, b) = (1 - C. ) * a + C.  * b 

9.2.5. Мутация

m   
m

Алгоритм 9.9.

abstractabstract type MutationMethod endend 
structstruct BitwiseMutation <: MutationMethod 
    
endend 
functionfunction mutate(M :: BitwiseMutation, child) 
   returnreturn [rand() < M.  ? !v : v for v in child] 
endend 
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structstruct GaussianMutation <: MutationMethod 
    
endend 
functionfunction mutate(M :: GaussianMutation, child) 
   returnreturn child + randn(length(child)) * M.  
endend

До мутации
После мутации

Рис. 9.10.

x1

x 2

x1 x1 x1

Рис. 9.11.

Пример 9.1.

srand(0) #      
         # 
f = x -> norm(x)
m = 100     #  
k_max = 10  #  
population = rand_population_uniform(m, [-3, 3], [3, 3])
S = TruncationSelection(10)   #  10 
C = SinglePointCrossover()
M = GaussianMutation(0.5)     #   
x = genetic_algorithm(f, population, k_max, S, C, M)
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@show x

x = [-0.0130108, 0.0661564]

9.3. Дифференциальная эволюция
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a b c
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c
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Рис. 9.12. a b c
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в противном случае.
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x

x
��
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Алгоритм 9.10.

f population k_max
p w

usingusing StatsBase 
functionfunction differential_evolution(f, population, k_max; p = 0.5, w = 1) 
   n, m = length(population[1]), length(population) 
   forfor k inin 1 : k_max 
       forfor (k, x) in enumeratein enumerate(population) 
            weights = Weights([j != k for j in 1 : m]) 
            a, b, c = sample(population, weights, 3, replace = falsefalse) 
            z = a + w * (b - c) 
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            j = randrand(1 : n) 
            x’ = [i == j || rand() < p ? z[i] : x[i] for i in 1 : n] 
            ifif f(x’) < f(x) 
                x[:] = x’ 
            endend 
       endend
   endend
   return population[argmin(f.(population))]
endend 

x 2

x1

x 2

x1 x1 x1

Рис. 9.13. p w

9.4. Оптимизация методом роя частиц

    

Алгоритм 9.11.

x v
x_best

mutablemutable structstruct Particle 
     x
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     v
     x_best
endend

                           x i x i v i

ii i i iv wv c r x x c r x x

x w c c
r r

U

Алгоритм 9.12.

f population k_max
w c1 c2

functionfunction particle_swarm_optimization(f, population, k_max;
     w = 1, c1 = 1, c2 = 1)
     n = lengthlength(population[1].x)
     x_best, y_best = copycopy(population[1].x_best), InfInf
     forfor P inin population
         y = f(P.x)
         ifif y < y_best; x_best[:], y_best = P.x, y; endend
     endend
     forfor k inin 1 : k_max
         forfor P inin population
             r1, r2 = rand(n), rand(n)
             P.x += P.v
             P.v = w * P.v + c1 * r1. * (P.x_best - P.x) +
                           c2 * r2. * (x_best - P.x)
             y = f(P.x)

w
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             ifif y < y_best; x_best[:], y_best = P.x, y; endend
             ifif y < f(P.x_best); P.x_best[:] = P.x; endend
         endend
     endend
     returnreturn population
endend

Рис. 9.14. w c c

9.5. Алгоритм светлячка 

 

a b

 a a I b a b a

I
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I r
r 

I r
r

rI r e

r

rI r e

Алгоритм 9.13. f
flies k_max

I
usingusing Distributions
functionfunction firefly(f, population, k_max;
    = 1,  = 0.1, brightness = r -> expexp(-r ^ 2))

   m = lengthlength(population[1])
   N = MvNormal(MatrixMatrix(1.0I, m, m))
   forfor k inin 1 : k_max
       forfor a inin population, b inin population
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           ifif f(b) < f(a)
              r = norm(b - a)
              a[:] +=  * brightness(r) * (b - a) +  * randrand(N)
           endend
       endend
   endend
   returnreturn population[indmin([f(x) for x in population])]
endend

Рис. 9.15.  

9.6. Метод кукушки
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Рис. 9.16.

Алгоритм 9.14. f
population k_max
p_a C

usingusing Distributions
mutable structmutable struct Nest
   x  # 
   y  # , f(x)
endend
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functionfunction cuckoo_searchcuckoo_search(f, population, k_max; p_a = 0.1, C = Cauchy(0, 1))  
   m, n = lengthlength(population), lengthlength(population[1].x) 
   a = round(IntInt, m * p_a) 
   forfor k in 1 : k_max 
       i, j = rand(1 : m), rand(1 : m) 
       x = population[j].x + [randrand(C) for k in 1 : n] 
       y = f(x) 
       ifif y < population[i].y 
          population[i].x[:] = x 
          population[i].y = y 
       endend 

       p = sortpermsortperm(population, by = nest -> nest.y, rev = truetrue) 
       forfor i inin 1 : a 
           j = randrand(1 : m - a) + a 
               population[p[i]] = Nest(population[p[j]].x + 
                                       [rand(C) for k in 1 : n], 
                                       f(population[p[i]].x) 
                                       ) 
       endend 
   endend 
   returnreturn population 
endend 

9.7. Гибридные методы 

 

 

 -
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Пример 9.2.

xxf x e e
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9.8. Резюме

9.9. Упражнения
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Глава 10

Ограничения

10.1. Условная оптимизация

� �min

при условии,что .

f

�
x

x
x X

n

x
a b x a b

a x x b

a b

x

f(x)

min                          f(x)
x

при условии x � .a, b/

Рис. 10.1.
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x1

x 2

Рис. 10.2.

x*

x

f(x)

Безусловная

a b
x

Условная, то же самое решение

a b x

Условная, новое решение

x*
x*

Рис. 10.3.

10.2. Виды ограничений

g
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h x

g x

� �

� � 0 1
� � 0 1

min

при условии, что 0 для всех 1, ..., ,

0 для всех 1, ..., .

i

j

f

h i в l

g j в m

�

	

x
x

x
x

h xx

h x g x
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h
h

h

x
x

x

10.3. Преобразования для снятия ограничений

a x b

a b
b a b a xx t x
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−1 1
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Рис. 10.4.

x
a b
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Пример 10.1.

min sin

при условии, что 2 6.

x
x x

x	 	

x
t x t x

x

x x
x x

x x
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2
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x
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xn x xn n -
x xn
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Пример 10.2.
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nh x x xx

xn n 

n nx x x x

� �

� �

min

при условии, что 0

f

h �
x

x
x

n
n nx x

f x x x x x

10.4. Множители Лагранжа

   

� �

� �

min

при условии, что 0,

f

h �
x

x
x

f h

Пример 10.3.
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Пример 10.4.
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10.5. Ограничения в виде неравенства
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Рис. 10.5. Рис. 10.6.
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10.6. Двойственность 
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Пример 10.5.
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10.7. Методы штрафных функций 
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Рис. 10.8.
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Алгоритм 10.1. f
x k_max

> minimize

functionfunction penalty_method(f, p, x, k_max;  = 1,  = 2)
    forfor k inin 1 : k_max
       x = minimize(x -> f (x) +  * p(x), x)
        *= 
       ifif p(x) == 0
           returnreturn x
       endend
    endend
    returnreturn x
endend

 

i j
i j

p g hx x x

a b

x

f(x)
f(x) + ρpquadratic(x)

Рис. 10.9.
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Рис. 10.10.
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10.8. Расширенный метод Лагранжа

  

h x
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i j

p h hx x x

 k  = k h x

Алгоритм 10.2. f
h x k_

max > >
minimize
functionfunction augmented_lagrange_method(f, h, x, k_max;  = 1,  = 2)
    = zeroszeros(lengthlength(h(x)))
   forfor k inin 1 : k_max
       p = x -> f (x) +   h(x) -  / 2 * sumsum(h(x) .^ 2)
       x = minimize(x -> f (x) + p(x), x)
        *= 
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        -=  * h(x)
   endend
   returnreturn x
endend

10.9. Методы внутренних точек
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Алгоритм 10.3. f
p x > 0

> 1 > 0
functionfunction interior_point_method(f, p, x;  = 1,  = 2,  = 0.001) 
    delta = InfInf 
    whilewhile delta >  
      x' = minimize(x -> f (x) + p(x) / , x) 
      delta = normnorm(x' - x)
      x = x' 
       *=  
    endend 
    returnreturn x 
endend

10.10. Резюме

10.11. Упражнения

min

при условии,что 0,

x
x

x �
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Глава 11

Оптимизация 

с линейными 

ограничениями

11.1. Условная оптимизация

 

Convex.jl JuMP.jl
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11.1.1 Общий вид
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11.1.2. Стандартный вид 
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Рис. 11.1.
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Рис. 11.2.
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Рис. 11.4.

11.1.3. Форма с ограничениями в виде равенства
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Рис. 11.3.
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Пример 11.3.
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11.2. Симплекс-метод 
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11.2.1. Вершины
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Рис. 11.5.
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Алгоритм 11.1. B
LP

LinearProgram

mutablemutable structstruct LinearProgram
   A
   b
   c
endend
function get_vertex(B, LP)
    A, b, c = LP.A, LP.b, LP.c
    b_inds = sort!(collect(B))
    AB = A[:, b_inds]
    xB = AB \ b
    x = zeroszeros(lengthlength(c))
    x[b_inds] = xB
    returnreturn x
endend

x b
x b
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Пример 11.6.
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11.2.2. Необходимые условия первого порядка
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11.2.3. Этап оптимизации
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Алгоритм 11.2. p
qx q

B LP

functionfunction edge_transition(LP, B, q)
     A, b, c = LP.A, LP.b, LP.c
     n = size(A, 2)
     b_inds = sort(B)
     n_inds = sort!(setdiff(1 : n, B))
     AB = A[:,b_inds]
     d, xB = AB \ A[:, n_inds[q]], AB \ b

     p, xq' = 0, InfInf
     forfor i inin 1 : length(d)
         ifif d[i] > 0
            v = xB[i] / d[i]
            ifif v < xq'
               p, xq' = i, v
            endend
         endend
     endend
     returnreturn (p, xq')
endend

qx

q qc xc x c x

q q qq x c xc x

q q qq x c xc x c

q q q q qc x c xc x

q qxc x

q

q qxc x c x

T�� Aλ cB B 0 1
T .q qq �A λ c μ�
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Алгоритм 11.3.

step_lp!
B LP

functionfunction step_lp!(B, LP)
    A, b, c = LP.A, LP.b, LP.c
    n = sizesize(A, 2)
    b_inds = sort!(B)

x b b >
.
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    n_inds = sort!(setdiff(1 : n, B))
    AB, AV = A[:, b_inds], A[:, n_inds]
    xB = AB \ b
    cB = c[b_inds]
     = AB' \ cB
    cV = c[n_inds]
    V = cV - AV' * 

    q, p, xq', D = 0, 0, InfInf, InfInf
    forfor i inin 1 : length( V)
        ifif V[i] < 0
           pi, xi' = edge_transition(LP, B, i)
           ifif V[i] * xi' < 
              q, p, xq',  = i, pi, xi', V[i] * xi'
           endend
        endend
    endend

    ifif q == 0
      returnreturn (B, truetrue) #   
    endend

    ifif isinf(xq')
       error("unbounded")
    endend

    j = findfirst(isequal(b_inds[p]), B)
    B[j] = n_inds[q]      #  
    returnreturn (B, falsefalse)     #  ,   
endend

Пример 11.7.

b c
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11.2.4. Этап инициализации
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Алгоритм 11.4.

B
LP

functionfunction minimize_lp!(B, LP)
   done = falsefalse
   whilewhile !done
       B, done = step_lp!(B, LP)
   endend
   returnreturn B
endend

z x b z

z
m
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Пример 11.8.
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Алгоритм 11.5.

functionfunction minimize_lp(LP)
    A, b, c = LP.A, LP.b, LP.c
    m, n = size(A)
    z = ones(m)
    Z = Matrix(Diagonal([j  0 ? 1 : -1 for j in b]))

    A' = hcat(A, Z)
    b' = b
    c' = vcat(zeros(n), z)
    LP_init = LinearProgram(A', b', c')
    B = collect(1 : m) .+ n
    minimize_lp!(B, LP_init)

    ifif any(i-> i > n, B)
         error("infeasible")
    endend

     A'' = [A           Matrix(1.0I, m, m);
            zeros(m, n) MatrixMatrix(1.0I, m, m)]
     b'' = vcat(b, zeros(m))
     c'' = c'
     LP_opt = LinearProgram(A'', b'', c'')
     minimize_lp!(B, LP_opt)
     returnreturn get_vertex(B, LP_opt)[1 : n]
endend
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11.3. Двойственные сертификаты

 -

Алгоритм 11.6.

x
LP

functionfunction dual_certificate(LP, x, ,  = 1e-6) 
   A, b, c = LP.A, LP.b, LP.c 
   primal_feasible = all(x .  0) && A * x  b 
   dual_feasible = all(A' *  .  c) 
   returnreturn primal_feasible && dual_feasible && 
          isapprox(c· x, b· , atol = ) 
endend 
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Пример 11.9.
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11.5. Упражнения
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Глава 12

Многокритериальная 

оптимизация

, 

12.1. Оптимальность по Парето 
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12.1.1. Доминирование
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Алгоритм 12.1. x '
y f(x) y'
f(x')

dominates(y, y') = allall(y .  y') && anyany(  .< ')

'

f (x)

y

f (x’) < f (x)

x’лучше f (x’) > f (x)

x’хуже

f (x)

y1
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f (x’) < f (x)
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f ( ) > f (x)
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Один критерий Несколько критериев
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Рис. 12.1.
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12.1.2. Граница Парето 
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Рис. 12.2.
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12.1.3. Создание границы Парето
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Рис. 12.3. Рис. 12.4.

Пример 12.1.
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Идеал
Граница Парето

Точки, доминированные 
по Парето (субоптимальные)

Критериальное 
пространство Y

Частота предупреждений

Ч
ас

то
та

 с
то

лк
но

ве
ни

й

Алгоритм 12.2.

xs ys

functionfunction naive_pareto(xs,ys)
    pareto_xs, pareto_ys = similar(xs, 0), similar(ys, 0)
    forfor(x,y) inin zip(xs, ys)
      ifif !any(dominates(y', y) forfor y' inin ys)
          push!(pareto_xs, x)
          push!(pareto_ys, y)
      endend
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    endend
    returnreturn (pareto_xs, pareto_ys)
endend

12.2. Методы ограничения

12.2.1. Метод ограничений
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12.2.2. Лексикографический метод

 

Algorithms_for_Optimization.indb   242 02.07.2020   18:07:08



y1

y2

Y

c2 большая

c2 малая

Рис. 12.5.

minx f1(x )

при условиях x� X

y*1

minx f2(x)
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y*2

minx f3(x)
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x� X
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Рис. 12.6.

12.3. Весовые методы

12.3.1. Метод взвешенной суммы

   w
f f 

 f x w f x
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Рис. 12.7.
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Рис. 12.8.
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Алгоритм 12.3.

f1 f2 npts
functionfunction weight_pareto(f1, f2, npts)
    returnreturn[
       optimize(x -> w1 * f1(x) + (1 - w1) * f2(x))
       forfor w1 inin range(0, stop = 1, length = npts)
    ]
endend 

12.3.2. Целевое программирование

  
Lp

f x

px
f x y

y1

y2

y goal

p = 1
p = 2
p = 4

Рис. 12.9. p

12.3.3. Метод взвешенной экспоненциальной суммы
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12.3.4. Взвешенный метод min-max 
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12.3.5. Экспоненциально-взвешенный критерий 

-  

ii
m

pfpw

i
f e e xx

p

12.4.  Популяционные многокритериальные методы

12.4.1. Подпопуляции

  

Алгоритм 12.4.

f k_max
SelectionMethod S CrossoverMethod C MutationMethod M

functionfunction vector_evaluated_genetic_algorithm(f, population,   
     k_max, S, C, M) 
     m = length(f(population[1])) 
     m_pop = length(population) 
     m_subpop = m_pop ÷ m 
     forfor k inin 1 : k_max 

Algorithms_for_Optimization.indb   247 02.07.2020   18:07:09



         ys = f.(population)
         parents = select(S, [y[1] for y in ys])[1 : m_subpop] 
         forfor i inin 2 : m 
            subpop = select(S,[y[i] for y in ys])[1 : m_subpop]
            append!(parents, subpop)
         endend 

         p = randperm(2m_pop)
         p_ind=i->parents[mod(p[i] - 1, m_pop) + 1][(p[i] - 1) ÷ m_pop + 1]
         parents = [[p_ind(i), p_ind(i + 1)] for i in 1 : 2 : 2m_pop]
         children = [crossover(C, population[p[1]], population[p[2]])
                     forfor p inin parents]
         population = [mutate(M, c) for c in children]
     endend 
     returnreturn population 
endend 

1

2

...

m

Выбираем m 
субпопуляций

Кроссовер 
и мутация

Перемешиваем

Популяция          Субпопуляция Родительские пары Новая популяция

Рис. 12.10.
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Рис. 12.11.
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12.4.2. Ранги недоминирования

k
k 

Уровень 1
Уровень 2

Уровень 10

y1

y2

Рис. 12.12.
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Алгоритм 12.5.

functionfunction get_non_domination_levels(ys) 
   L, m = 0, length(ys) 
   levels = zeros(IntInt, m) 
   whilewhile minimum(levels) == 0 
       L += 1 
       forfor (i, y) inin enumerate(ys) 
          ifif levels[i] == 0 && 
             !any((levels[i] == 0 || levels[i] == L) && 
                   dominates(ys[i], y) forfor i inin 1 : m) 
             levels[i] = L 
          endend 
       endend 
   endend 
   returnreturn levels 
endend 

12.4.3. Фильтры Парето 

 

Алгоритм 12.6. discard_closest_pair!

xs
ys

functionfunction discard_closest_pair!(xs, ys)
    index, min_dist = 0, InfInf
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    forfor(i, y) in in enumerate(ys)
       forfor(j, y') inin enumerate(ys[i + 1 : end])
           dist = norm(y - y')
           ifif dist < min_dist 
              index, min_dist = rand([i, j]), dist 
           endend 
       endend 
    endend 
    deleteat!(xs, index)
    deleteat!(ys, index)
    return return (xs, ys)
endend 

Алгоритм 12.7.

filter_xs filter_ys
xs ys

capacity
functionfunction update_pareto_filter!(filter_xs, filter_ys, xs, ys; 
          capacity = length(xs),
         )  
         forfor (x,y) inin zip(xs, ys) 
              ifif !any(dominates(y', y) forfor y' inin filter_ys)  
                 push!(filter_xs, x) 
                 push!(filter_ys, y)  
              endend  
         endend 
         filter_xs, filter_ys = naive_pareto(filter_xs, filter_ys)
         whilewhile length(filter_xs) > capacity
              discard_closest_pair!(filter_xs, filter_ys) 
         endend 
         returnreturn (filter_xs, filter_ys) 
endend 

12.4.4. Нишевые методы
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Рис. 12.13. Рис. 12.14.
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Рис. 12.15.

12.5. Выявление предпочтений

  

f x w f x w

12.5.1. Идентификация модели
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12.5.2. Выбор парных запросов
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Рис. 12.17.
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Рис. 12.18.

12.5.3. Выбор проекта
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12.6. Резюме
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12.7. Упражнения
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Глава 13

Планы выбора

13.1. Полный факторный план

  

  

Алгоритм 13.1.

a b
m

functionfunction samples_full_factorial(a, b, m)
    ranges = [range(a[i], stop = b[i], length = m[i])
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             forfor i inin 1 : length(a)]
    collect.(collectcollect(product(ranges...)))
endend

a1 b1

a2

b2

x1

x 2

b2 − a2
m2 − 1

b1− a1
m1 − 1

Рис. 13.1.

a
b ai xi bi i mi

i bi  ai
mi

n m
mn

13.2. Случайный выбор

  m

m
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13.3. Планы равномерной проекции
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Рис. 13.3.
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Рис. 13.4.

i  

Алгоритм 13.2.

n m

functionfunction uniform_projection_plan(m, n) 
   perms = [randperm(m) for i in 1 : n]  
   [[perms[i][j] for i in 1 : n] for j in 1 : m] 
endend 
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13.4. Стратифицированный выбор

m  m

 

x

y

f(x)
Выбор по сетке
Стратифицированный выбор

Рис. 13.5.

Рис. 13.6.

13.5. Параметры, заполняющие пространство
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Пример 13.1.
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13.5.2. Попарные расстояния

m 
 

 Алгоритм 13.3.

X Lp
p

functionfunction pairwise_distances(X, p = 2)
    m = length(X) 
    [norm(X[i] - X[j], p) for i in 1 : (m - 1) for j in (i + 1) : m] 
endend 

Алгоритм 13.4.

A B Lp
p –1 A B

1 B A
0

function compare_sampling_plans(A, B, p = 2) 
    pA = sort(pairwise_distances(A, p)) 
    pB = sort(pairwise_distances(B, p)) 
    forfor (dA, dB) in zipin zip(pA, pB) 
         ifif dA < dB
            returnreturn 1
         elseifelseif dA > dB
            return return -1
         endend
    endend
    returnreturn 0
endend 
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Алгоритм 13.5. X

functionfunction mutate!(X)
    m,n = length(X), length(X[1])
    j = randrand(1 : n)
    i = randpermrandperm(m)[1 : 2]
    X[i[1]][j], X[i[2]][j] = X[i[2]][j], X[i[1]][j]
    returnreturn X
endend

13.5.3. Критерий Морриса–Митчелла 

 –
q

q
q i

i
X d

di i X q >

qX q
X

Алгоритм 13.6.

X q > 0 p 1
functionfunction phiq(X, q = 1, p = 2) 
    dists = pairwise_distances(X, p) 
    returnreturn sumsum(dists .^ (–q)) ^ (1/q) 
endend 

q
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Рис. 13.8.

13.6. Подмножества, заполняющие пространство
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Алгоритм 13.7. Lp
A B p Lp

min_dist(a, B, p) = minimumminimum(normnorm(a - b, p) forfor b inin B)
d_max(A, B, p = 2) = maximummaximum(min_dist(a, B, p) forfor a inin A)

m

� �maxmin , 

при условии, что ,

# .

d X

X
m

8
�

S
S

S
S

d m d m
m d

  

X

Алгоритм 13.8. m
d X

functionfunction greedy_local_search(X, m, d = d_max)
    S = [X[rand(1 : m)]]
    forfor i inin 2 : m
         j = argmin([x  S ? Inf : d(X, push!(copy(S), x))
                forfor x inin X])
         push!push!(S, X[j])
    endend
    returnreturn S 
endend

Алгоритм 13.9. m
d X

functionfunction exchange_algorithm(X, m, d = d_max)
    S = X[randperm(m)] 
    , done = d(X, S), falsefalse 
    whilewhile !done 
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        best_pair = (0, 0) 
        forfor i inin 1 : m 
            s = S[i] 
            forfor (j, x) in enumeratein enumerate(X) 
                 ifif !inin(x, S) 
                     S[i] = x 
                     ' = d(X, S) 
                     ifif ' <  
                         = '
                        best_pair = (i, j) 
                     endend 
                 endend 
            endend 
            S[i] = s 
        endend 
        done = best_pair == (0, 0) 
        ifif !done 
           i, j = best_pair 
           S[i] = X[j] 
        endend 
    endend 
    returnreturn S 
endend 

X

Алгоритм 13.10. Multistart
X

m alg exchange_algorithm
greedy_local_search k_max

d
functionfunction multistart_local_search(X, m, alg, k_max, d = d_max)
    sets = [alg(X, m, d)for i in 1 : k_max]
    returnreturn sets[argmin([d(X, S) for S in sets])]
endend 
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Рис. 13.9.

13.7. Квазислучайные последовательности
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Алгоритм 13.11. m-
n

n k k
k k k Primes

usingusing Primes 
functionfunction get_filling_set_additive_recurrence(m; c =  - 1) 
   X = [rand()] 
   forfor i inin 2 : m  
       push!push!(X, modmod(X[endend] + c, 1)) 
   endend 
   returnreturn X
endend 
functionfunction get_filling_set_additive_recurrence(m, n) 
    ps = primes(maxmax(ceilceil(IntInt, n * (loglog(n) + loglog(loglog(n)))), 13)) 
    seqs = [get_filling_set_additive_recurrence(m, c = sqrt(p)) 
           forfor p in ps[1 : n]] 
    returnreturn [collect(x) for x in zip(seqs...)] 
endend 

13.7.2. Последовательность Холтона 

 
-

    
b b

X

b

X

b
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Алгоритм 13.12. m
n b bs

usingusing Primes
functionfunction halton(i, b)
    result, f = 0.0, 1.0
    whilewhile i > 0 
       f = f / b;
       result = result + f * mod(i, b)
       i = floor(IntInt, i / b)
    endend 
    returnreturn result 
endend
get_filling_set_halton(m; b = 2) = [halton(i, b) for i in 1 : m]
functionfunction get_filling_set_halton(m, n)
    bs = primes(maxmax(ceilceil(IntInt, n * (loglog(n) + loglog(loglog(n)))), 6))
    seqs = [get_filling_set_halton(m, b = b) for b in bs[1 : n]]
    returnreturn [collect(x) for x in zip(seqs...)]
endend 

  
p p

Рис. 13.11. b

13.7.2. Последовательность Соболя 

 
n
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13.9. Упражнения
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Глава 14

Суррогатные модели

14.1. Обучение суррогатных моделей

f
f

f

x

y

Расчетные точки
Суррогатный метод
Истинная целевая функция

Рис. 14.1.

m
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14.2. Линейные модели
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m

x

x

x

Алгоритм 14.1. X

X y
functionfunction design_matrix(X)
   n, m = lengthlength(X[1]), lengthlength(X)
   return return [j == 0 ? 1.0 : X[i][j] for i in 1 : m, j in 0 : n]
endend
functionfunction linear_regression(X, y)
    = pinvpinv(design_matrix(X)) * y
   returnreturn x ->  [1; x]
endend

 y

 –  

pinv

pinv =  
=   
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Рис. 14.2.
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14.3. Базисные функции
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2

2
min ,� B
θ

y θ
m

m

b x

b x

b x

 B y

Алгоритм 14.2.

X y
bases

functionfunction regression(X, y, bases) 
    B = [b(x) for x in X, b in bases] 
     = pinvpinv(B) * y 
    returnreturn x -> sum( [i] * bases[i](x) forfor i inin 1 : lengthlength( ))
endend 

14.3.1. Полиномиальные базисные функции
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Алгоритм 14.3.

k i
n

k
polynomial_bases_ld(i, k) = [x -> x[i] ^ p for p in 0 : k]
functionfunction polynomial_bases(n, k)
    bases = [polynomial_bases_ld(i, k) for i in 1 : n]
    terms = FunctionFunction[]
    forfor ks inin product([0 : k for i in 1 : n]...)
        ifif sumsum(ks)  k
           push!push!(terms,
                 x -> prodprod(b[j + 1](x) forfor (j, b) inin zipzip(ks, bases)))
        endend
    endend
    returnreturn terms
endend

k
k

k i
k i

i
f x x x x x x

bi x xi

k
k

� � 0 11 2
для ,  0,  ...,  , .i j

i jb x x i j k i j k� � � 	x

14.3.2. Синусоидальные базисные функции
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Рис. 14.4.

Алгоритм 14.4. sinusoidal_bases_ld
k i

a b sinusoidal_bases
k a

b
functionfunction sinusoidal_bases_ld(j, k, a, b) 
   T = b[j] - a[j] 
   bases = FunctionFunction[x -> 1/2] 
   forfor i inin 1 : k 
       push!push!(bases, x -> sin(2  * i * x[j] / T))
       push!push!(bases, x -> cos(2  * i * x[j] / T)) 
   endend 
   returnreturn bases 
endend 
functionfunction sinusoidal_bases(k, a, b) 
    n = lengthlength(a) 
    bases = [sinusoidal_bases_ld(i, k, a, b) for i in 1 : n] 
    terms = FunctionFunction[] 
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    forfor ks in product([0 : 2k for i in 1 : n]...) 
        powers = [div(k + 1, 2) for k in ks]
        ifif sumsum(powers)  k
           push!push!(terms,
                 x -> prodprod(b[j + 1](x) forfor (j, b) inin zipzip(ks, bases)))
        endend
    endend
    returnreturn terms
endend 

14.3.3. Радиальные базовые функции
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Рис. 14.5.
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Алгоритм 14.5.

C p Lp

radial_bases( , C, p = 2) = [x -> (norm(x - c, p)) for c in C] 

14.4. Приближение целевых функций с шумом
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Алгоритм 14.6.

X y

functionfunction regression(X, y, bases, ) 
    B = [b(x) for x in X, b in bases] 
     = (B'B +  * I) \ B'y 
    returnreturn x -> sumsum( [i] * bases[i](x) forfor i inin 1 : lengthlength( )) 
endend 

14.5. Выбор модели

f fx x x

Lp
L
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Алгоритм 14.7.

train test
X y

tt
fit metric

structstruct TrainTest
   train
   test
endend
functionfunction train_and_validate(X, y, tt, fit, metric)
    model = fit(X[tt.train], y[tt.train])
    return metric(model, X[tt.test], y[tt.test])
endend 

14.5.1. Отложенные множества

 -
h h   t
m  h

Обучение Тестирование

Обучение (• ) Тестирование ( f, •) Оценка ошибки обобщенияˆ

Рис. 14.8.
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f
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Обучающие выборки
Отложенные выборки

Алгоритм 14.8. m
h

functionfunction holdout_partition(m, h = divdiv(m, 2))
   p = randpermrandperm(m)
   train = p[(h + 1) : m]
   holdout = p[1 : h]
   returnreturn TrainTest(train, holdout)
endend

Алгоритм 14.9.

k_max

functionfunction random_subsampling(X, y, fit, metric; 
   h = divdiv(lengthlength(X), 2), k_max = 10) 
   m = lengthlength(X) 

Рис. 14.9.
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   meanmean(train_and_validate(X, y, holdout_partition(m, h), 
       fit, metric) forfor k inin 1 : k_max) 
endend 

14.5.2. Перекрестная проверка
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Рис. 14.10.
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Алгоритм  14.10. k_fold_cross_validation_sets
k m

cross_validation_estimate

sets
X

y fit metric

functionfunction k_fold_cross_validation_set(m, k)
   perm = randpermrandperm(m)
   sets = TrainTest[]
   forfor i = 1 : k
       validate = perm[i : k : m]; 
       train = perm[setdiffsetdiff(1 : m, i : k : m)]
       push!push!(sets, TrainTest(train, validate))
    endend
    returnreturn sets end 
functionfunction cross_validation_estimate(X, y, sets, fit, metric)
    meanmean(train_and_validate(X, y, tt, fit, metric)
          for tt in sets)
endend

  

m

Пример 14.2.
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λ

srandsrand(0)
f = x -> sinsin(2x) * coscos(10x)
X = randrand(10)
y = f.(X) + randnrandn(lengthlength(X)) / 10

sets = k_fold_cross_validation_sets(lengthlength(X), 3) 

metric = (f, X, y) -> beginbegin 
   m = lengthlength(X) 
   returnreturn sumsum((f(X[i]) - y[i]) ^ 2 forfor i inin m) / m 
endend 

s = logspacelogspace(-4, 2, 101)
es = []
forfor  in s
    fit = (X, y) -> regression(X, y, radial_bases(r -> expexp(-5r ^ 2), X), )
    push!push!(es, cross_validation_estimate(X, y, sets, fit, metric)[1])
endend 
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14.5.3. Бутстрэп

 
m m

Обучение ( • ) Тестирование ( f̂, • ) Оценка ошибки обобщения

Рис. 14.11. m

Алгоритм 14.11. b
m

bootstrap_sets(m, b) = [TrainTest(rand(1 : m, m), 1 : m) for i in 1 : b]

b

b
i

ib
m b

j i j

j i
y f

m b
x

if i

Алгоритм 14.12.

trainvalidate
sets X

y fit
metric

functionfunction bootstrap_estimate(X, y, sets, fit, metric)
   mean   mean(train_and_validate(X, y, tt, fit, metric) forfor tt inin sets)
endend
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1 1
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1 1
принадлежит -й бутстрэп-выборке

0 в противном случае.
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Алгоритм 14.13.

sets X
y fit

metric

function leave_one_out_bootstrap_estimate(X, y, sets, fit, metric)
   m, b = lengthlength(X), lengthlength(sets)
    = 0.0
   models = [fit(X[tt.train], y[tt.train]) for tt in sets]
   forfor j inin 1 : m
       c = 0
        = 0.0
       forfor i inin 1 : b
           ifif j  sets[i].train
              c += 1
               += metric(models[i], [X[j]], [y[j]])
           endend
       endend
        += /c
   endend
   returnreturn /m
endend
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m

  0,632

  

Алгоритм 14.14.

X y b
fit metric

functionfunction bootstrap_632_estimate(X, y, sets, fit, metric)
     models = [fit(X[tt.train], y[tt.train]) for tt in sets]
     _loob = leave_one_out_bootstrap_estimate(X, y, sets, fit, metric) 
     _boot = bootstrap_estimate(X, y, sets, fit, metric) 
     returnreturn 0.632 _loob + 0.368 _boot   
endend 

Пример 14.3.

f x x
x  
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14.6. Резюме
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14.7. Упражнения
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Глава 15

Вероятностные 

суррогатные модели

 -

15.1. Нормальное распределение

x

� � � � � � � �2 1 2 T 11
, 2 exp .

2

nN ( � � �� �� � � �� �
� �

Σ Σ Σx μ x μ x μ

 x
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Рис. 15.1.
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15.2. Гауссовские процессы

f
f
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 f
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Алгоритм 15.1.

m

k
(X, m) = [m(x) for x in X]
(X, k) = [k(x, x') for x in X, x' in X]

K(X, X', k) = [k(x, x') for x in X, x' in X']

-
 

x x
k x x

l

l   -

l
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Рис. 15.2.
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Рис. 15.4.

Алгоритм 15.2.

m k
X y

mutable structmutable struct GaussianProcess 
   m    #   
   k    #  
   X    #   
   y    #   
       #  
endend 

15.3. Предсказание

X y y X 
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Алгоритм 15.3. mvnrand

rand
GP X

functionfunction mvnrand( , , inflation = 1e-6) 
   N = MvNormal( ,  + inflation * I) 
   returnreturn randrand(N) 
endend 
Base.randBase.rand(GP, X) = mvnrand( (X, GP.m), (X, GP.k)) 
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Рис. 15.5.
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15.4. Информация о градиенте
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Пример 15.2.

f fk x x x x

f i ik x x x x x x

i i j ji jk i jx x x x x x x x

m

Algorithms_for_Optimization.indb   307 02.07.2020   18:07:17



i j

f f f f ff

f ff f f f

f f

X X X X X XX

N X X X X X X X

X X X X X X X

my
y m
y m

n
l

    l  l l  m        l  nm
  m  l  m  m      m  nm
 nm  l  nm  m    nm  nm

Пример 15.3.

x
x x

y y y

� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� �
� �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �
� �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f f

f f f f f f f f f

k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k

� � � �

� � � �

� � �

x x x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x � � � �� �
� �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �
� �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �
� �� � � � � �� � � �

2 2

1 2

1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 11 12 11 12

1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2

2 2 2 21 22 21 22

2 2 1 2

1 1

ˆ ˆ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

f

f f f

f f f

f f f

k

k k k k k k k

k k k k k k k

k k k

�

� � � �� �� �� ��

� � � �� �� �� ��

� � �

x x
x x x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x x x
x x x x x � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �
� �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �

2 2 1 2 1 2 2 2 2

1 11 12 11 12

2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2

2 2 2 21 22 21 22

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,f f f

k k k k

k k k k k k k

�� �� �� ��

� � � �� �� �� ��

# $
* +
* +
* +
* +
* +
* +
* +
* +
* +
* +
* +
* +
* +
* +
% &

x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x x x

� �ˆ ,  ~ ,  ,N � �� Σy y y μ

Algorithms_for_Optimization.indb   308 02.07.2020   18:07:17



� � � �
� �

� � � �
� � � �

� �
� �

T
*

*

*

1

, 

, 

, , 
,

, , 

f f
f

f

f f f f

f

X X
X

X X

X X X X X
X X X X X

�
�

�
�

� �� �

# $
* +� � A
* +
% &

�# $ # $
A * + * +

� �* + % &% &

K

K

K K
K K

μ m

y m
y m

� � � �
� �

� � � �
� � � �

� �
� �

T
*

* *

*

1 *

*

,  
,  

,  

,  ,  ,  
.

,  ,  ,  

f f
f f

f

f ff f f

f f

X X
X X

X X

X XX X X X

X X X X X X

�
�

�
�

� �� �

# $
* +� � A
* +
% &

# $# $
* +A * +
* +* +% & % &

K
Σ K

K

KK K
K K K

x

y

Предсказанное математическое 
ожидание без градиента

Доверительный интервал с градиентом
Доверительный интервал без градиента

Предсказанное математическое 
ожидание с градиентом

Истинная функция
Обучающие точки

Рис. 15.6.

15.5. Информация о шуме
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Алгоритм 15.4.

f
GP X_pred

functionfunction predict(GP, X_pred)
   m, k,  = GP.m, GP.k, GP.
   tmp = K(X_pred, GP.X, k) / (K(GP.X, GP.X, k) +  * I)
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   p = (X_pred, m) + tmp * (GP.y - (GP.X, m))
   S = K(X_pred, X_pred, k) - tmp * K(GP.X, X_pred, k)
   p = diagdiag(S) .+ epseps() #  eps   
                         # 
   returnreturn ( p, p)
endend

15.6. Подгонка гауссовских процессов
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Глава 16

Суррогатная 

оптимизация

16.1. Исследование, основанное на предсказании

 ,    ,

m

x
x x

x
x m
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Рис. 16.1.

16.2. Исследование на основе ошибок 
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16.3.  Исследование на основе нижнего 
доверительной границы 
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16.4.  Исследование на основе вероятности 

улучшения
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Алгоритм 16.1.

y_min n
prob_of_improvement (y_min, , ) = cdf (Normal ( , ), y_min)

16.5.  Исследование на основе ожидаемого 

улучшения 
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Алгоритм 16.2.

y_min
functionfunction expected_improvement(y_min, , )
   p_imp = prob_of_improvement(y_min, , )
   p_ymin = pdf(Normal( , ), y_min)
   return   return (y_min - ) * p_imp +  * p_ymin
endend

16.6. Безопасная оптимизация
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Алгоритм 16.3.

GP X
i f y_max

k_max
X

functionfunction safe_opt(GP, X, i, f, y_max;  = 3.0, k_max = 10)
   push!(GP, X[i], f(X[i])) #    

   m = lengthlength(X)
   u, l = fillfill(InfInf, m), fillfill(-Inf-Inf, m)
   S, M, E = falsesfalses(m), falsesfalses(m), falsesfalses(m)
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Рис. 16.12.
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   forfor k inin 1 : k_max(
      update_confidence_intervals!(GP, X, u, l, )
      compute_sets!(GP, S, M, E, X, u, l, y_max, )
      i = get_new_query_point(M, E, u, l)
      i != 0 || break
      push!push!(GP, X[i], f(X[i]))
   endend

   #   
   update_confidence_intervals!(GP, X, u, l, )
   S[:] = u .  y_max
   if anyany(S)
       u_best, i_best = findminfindmin(u[S])
       i_best = findfirstfindfirst(isequalisequal(i_best), cumsumcumsum(S))
       return (u_best, i_best)
   else 
       return(NaN, 0)
   end
end

Алгоритм 16.4.

GP
X u l

functionfunction update_confidence_intervals!(GP, X, u, l, )
    p, p = predict(GP, X) 
    u[:] = p + sqrt.(  * p) 
    l[:] = p - sqrt.(  * p) 
    returnreturn (u, l)
endend

Алгоритм 16.5. S M
E

x
GP u l
y_max
functionfunction compute_sets!(GP, S, M, E, X, u, l, y_max, ) 
   fill!fill!(M, false) 
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   fill!fill!(E, false) 

   #  
    S[:] = u .  y_max 

    if anyif any(S)

        #   
        M[S] = l[S] .< minimumminimum(u[S]) 

        #   (  M) 
        w_max = maximum(u[M] - l[M]) 

        #   -    M 
        #  ,   w  w_max 
        E[:] = S .& .~ M #    M 
        if anyif any(E)
           E[E] .= maximum(u[E] - l[E]) .> w_max
           forfor (i, e) in enumerateenumerate(E)
                ifif e && u[i] - l[i] > w_max
                   push!push!(GP, X[i], l[i])
                   p, p = predict(GP, X[.~ S])
                   pop!pop!(GP)
                   E[i] = any( p + sqrt.(  * p) .  y_max)
                   ifif E[i]; w_max = u[i] - l[i]; endend
                endend
           endend
        endend
    endend

    returnreturn (S, M, E) 
endend 

Алгоритм 16.6.

X
functionfunction get_new_query_point(M, E, u, l)
   ME = M .| E
   if any   if any(ME)
           v = argmax(u[ME] - l[ME])
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       returnreturn findfirstfindfirst(isequalisequal(v), cumsumcumsum(ME))
   elseelse 
       returnreturn 0 
   endend 
endend

16.7. Резюме

16.8. Упражнения

f x x

r r
x

x
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Глава 17

Оптимизация 

в условиях 

неопределенности

17.1. Неопределенность

 

 

 -
 

 -
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17.2. Неопределенность на основе множеств 
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17.2.2.  Теория информационных пробелов 

при принятии решений

     

z
z

z z z

z1

z2 z̄
ε

Рис. 17.2.
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Рис. 17.3.
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Пример 17.5.

f x z x z z
dist(x)

Distributions.jl
dist(x) = Gamma(2 / (1 + absabs(x)), 2)
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17.3.3. Статистическая допустимость

 -
 p z x

P p dx z x z z z

f x z y

17.3.4. Стоимостная мера риска

   VaR

y
y y

y y

17.3.5. Условная стоимостная мера риска

    CVaR

 -
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Глава 18

Распространение 

неопределенности

 -

18.1. Методы выбора
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18.2. Аппроксимация с помощью ряда Тейлора 
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Алгоритм 18.1.

f
x

secondorder

functionfunction taylor_approx(f, , , secondorder = falsefalse) 
    hat = f( ) 
     = (z -> ForwardDiff.gradientgradient(f, z))( ) 
    hat = . ^ 2   
    ifif secondorder 
       H = (z -> ForwardDiff.hessian(f, z))( ) 
       hat += (diagdiag(H)  ) / 2 
       hat +=   (H. ^ 2 * ) / 2 
    endend 
    returnreturn ( hat, hat) 
endend 

18.3. Полиномиальный хаос

  f z
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18.3.1. Одномерный случай
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Пример 18.1.
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x

taylor_approx

taylor_approx(z -> sinsin(x + z[1]) * coscos(x + z[2]), [0, 0], [0.1, 0.2])
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Алгоритм 18.2.

i bi

usingusing Polynomials
functionfunction legendre(i)
    n = i - 1
    p = Poly([-1, 0, 1]) ^ n
    forfor i inin 1 : n 
        p = polyder(p) 
    endend 
    returnreturn p / (2 ^ n * factorialfactorial(n)) 
endend 
functionfunction laguerre(i) 
    p = Poly([1]) 
    forfor j inin 2 : i 
        p = polyint(polyder(p) - p) + 1 
    endend 
    returnreturn p 
endend 
functionfunction hermite(i) 
     p = Poly([1]) 
     x = Poly([0, 1]) 
     forfor j inin 2 : i 
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         p = x * p - polyder(p) 
     end     end 
     returnreturn p 
endend 
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Истинная функция
i = 1 = + 0,268 = 0,000
i = 2 = + 0,207 = 0,063
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i = 4 = − 0,056 = 0,573
i = 5 = − 0,136 = 0,757
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Алгоритм 18.3.

bi
bs b bi p

dom z

Polynomials.jl
usingusing Polynomials
functionfunction orthogonal_recurrence(bs, p, dom,  = 1e-6)
   i = lengthlength(bs)
   c1 = quadgk(z -> z * bs[i](z) ^ 2 * p(z), dom ..., atol = )[1]
   c2 = quadgk(z -> bs[i](z) ^ 2 * p(z), dom ..., atol = )[1]
    = c1 / c2
   if i > 1 
       c3 = quadgk(z -> bs[i - 1](z) ^ 2 * p(z), dom..., atol = )[1]
        = c2 / c3 
       return Poly([- , 1]) * bs[i] -  * bs[i - 1]
   else
       return Poly([- , 1]) * bs[i]
   end 
end 
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Пример 18.4.

f z z z

b

a

f z p z dz z p z dz

b

a

f z p z dz z p z dz

� �

� �

� �
. /

5

2

3,  1
, если 2,  5 ,

3,  1

0 в противном случае.

N z
z

p z N dE E

�
��

�� �
�
� ;�

'

f z

f

2 3 4 5

−1

0

1

2

z

Истинная функция
i = 1 = + 0,200 = 0,000
i = 2 = + 0,204 = 0,001
i = 3 = − 0,036 = 0,159
i = 4 = + 0,037 = 0,273
i = 5 = + 0,055 = 0,478μ

μ
μ
μ
μ

ν
ν
ν
ν
ν

Algorithms_for_Optimization.indb   356 02.07.2020   18:07:23



18.3.2. Коэффициенты
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18.3.3. Многомерный случай
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Пример 18.5.
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a

Алгоритм 18.4.

base1d

functionfunction polynomial_chaos_bases(bases1d) 
   bases = [] 
   forfor a inin product(bases1d...) 
       push!push!(bases, 
          z -> prodprod(b(z[i]) forfor (i, b) in enumerate(a)) 
       ) 
   endend 
   returnreturn bases 
endend 

k
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18.4. Байесовский метод Монте-Карло
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Алгоритм 18.5.

GP
w

z z
functionfunction bayesian_monte_carlo(GP, w, z, z)
   W = MatrixMatrix(DiagonalDiagonal(w .^ 2))
   invK = invinv(K(GP.X, GP.X, GP.k))
   q = [exp(-((z - z)· (inv(W + z) * (z - z))) / 2) for z in GP.X]
   q .*= (detdet(W \ z + I)) ^ (-0.5)
    = q' * invK * GP.y
    = (detdet(2W \ z + I)) ^ (-0.5) - (q' * invK * q)[1]
   returnreturn ( , )
endend

Пример 18.6.

z x

f x z x z x z z z
z z

w x

 q
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Истинная функция
Выборочное среднее
Байесовский метод Монте-Карло

18.5. Резюме
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18.6. Упражнения
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Глава 19

Дискретная 

оптимизация

   

19.1. Задачи целочисленного программирования
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Алгоритм 19.1.

D
mutablemutable structstruct MixedIntegerProgram
    A 
    b  
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    c 
    D
endend

19.2. Округление

x*

x

y

Рис. 19.1. Рис. 19.2.

Пример 19.1.

Algorithms_for_Optimization.indb   367 02.07.2020   18:07:24



1 2max

при условии, что 2,

целочисленная.

x x�

	

�

x
x

x
x

y x x
y

x

−2 0 2

−2

0

2

x1

x 2

Алгоритм 19.2.

MIP

relax(MIP)= LinearProgram(MIP.A, MIP.b, MIP.c)
functionfunction round_ip(MIP)
    x = minimize_lp(relax(MIP))
    forfor i inin MIP.D 
        x[i] = roundround(Int, x[i])
    endend 
    returnreturn x 
endend

x b
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x b
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Пример 19.2.
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Алгоритм 19.3. A
MIP

isint true
isint(x,  = 1e-10) = absabs(roundround(x) - x)  
functionfunction is_totally_unimodular(A :: MatrixMatrix)
      #      {0, 1, -1}
      if any(a  (0, -1, 1) forfor a inin A)
         returnreturn falsefalse
      end
      #     
      r,c = sizesize(A)
      forfor i inin 1 : minmin(r, c)
          forfor a inin subsets(1 : r, i)
              forfor b inin subsets(1 : c, i)
                  B = A[a, b]
                  ifif detdet(B)  (0, -1, 1)
                     returnreturn falsefalse
                  endend
              endend
          endend
      endend
      returnreturn truetrue
endend
functionfunction is_totally_unimodular(MIP)
      returnreturn is_totally_unimodular(MIP.A) &&
              allall(isint, MIP.b) && allall(isint, MIP.c)
endend

19.3. Метод секущих плоскостей

   

   -
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Алгоритм 19.4.

MIP

frac
minimal_lp

b_inds v_inds
x

frac(x) = modfmodf(x)[1]
function function cutting_plane(MIP)
    LP = relax(MIP)
    x, b_inds, v_inds = minimize_lp(LP)
    n_orig = lengthlength(x)
    D = copycopy(MIP.D)
    while !allwhile !all(isint(x[i])forfor i inin D)
       AB, AV = LP.A[:, b_inds], LP.A[:, v_inds]
       Abar = AB \ AV
       b = 0
       forfor i inin D
           ifif !isint(x[i])
               b += 1
               A2 = [LP.Azeros(size(LP.A, 1));
                     zeroszeros(1, size(LP.A,2) + 1)]
               A2[endend, endend] = 1
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               A2[endend, v_inds] = (x -> floorfloor(x) - x).(Abar[b, :])
               b2 = vcatvcat(LP.b, -frac(x[i]))
               c2 = vcatvcat(LP.c, 0)
               LP = LinearProgram(A2, b2, c2)
           endend
       endend
       x, b_inds, v_inds = minimize_lp(LP)
    endend
    returnreturn x[1 : n_orig]
endend

x1

x2

x*c

x1

x2

x*c

Рис. 19.3.

x x b
x

x x b

x x
x

b bx
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x
x
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x x
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Пример 19.3.
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b c

x

x x x x
x x x x

x

ix

19.4. Метод ветвей и границ 

   

 

enqueue!
dequeue!

Алгоритм 19.5.

MIP minimal_
lp_and_y LP
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LP NaN Inf

importimport DataStructures: PriorityQueue
functionfunction minimize_lp_and_y(LP)
   trytry
      x = minimize_lp(LP)
      returnreturn (x, x· LP.c)
   catchcatch
      returnreturn (fillfill(NaN, lengthlength(LP.c)), Inf)
   endend
endend
functionfunction branch_and_bound(MIP)
   LP = relax(MIP)
   x, y = minimize_lp_and_y(LP)
   n = lengthlength(x)
   x_best, y_best = deepcopydeepcopy(x), Inf
   Q = PriorityQueue()
   enqueue!(Q, (LP, x, y), y)
   whilewhile !isempty(Q)
      LP, x, y = dequeue!(Q)
      if anyif any(isnan.(x)) || allall(isint(x[i]) forfor i inin MIP.D)
          ifif y < y_best
               x_best, y_best = x[1 : n], y
          endend
      elseelse
          i = argmax([abs(x[i] - round(x[i])) forfor i inin MIP.D])
          # x_i  floor(x_i)
          A, b, c = LP.A, LP.b, LP.c
          A2 = [A zeros(size(A,1)); [j == i for j in 1 : size(A, 2)]' 1]
          b2, c2 = vcatvcat(b, floorfloor(x[i])), vcatvcat(c, 0)
          LP2 = LinearProgram(A2, b2, c2)
          x2, y2 = minimize_lp_and_y(LP2)
          ifif y2  y_best
             enqueue!(Q, (LP2, x2, y2), y2)
          endend
          # x_i  ceil(x_i)
          A2 = [A zeros(size(A, 1)); [j == i for j in 1:size(A, 2)]' -1]
          b2, c2 = vcatvcat(b, ceilceil(x[i])), vcatvcat(c, 0)
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          LP2 = LinearProgram(A2, b2, c2)
          x2, y2 = minimize_lp_and_y(LP2)
          ifif y2  y_best
             enqueue!(Q, (LP2, x2, y2), y2)
          endend
      endend
   endend
   returnreturn x_best
endend

x
y c x

x

i

* *
, ,или ,i i i ix x x x* + # $	 � * +% &C C

x x
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Рис. 19.4.

Пример 19.4.
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Пример 19.5.
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19.5. Динамическое программирование 

  
  

a
b c

Рис. 19.5.

a c
b a b b c
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Рис. 19.6. n   Pn Pn– Pn–
P P P

Алгоритм 19.6.

functionfunction padovan_topdown(n, P = DictDict()) 
   ifif !haskey(P, n) 
      P[n] = n < 3 ? 1  
          padovan_topdown(n - 2, P) + padovan_topdown(n - 3, P) 
   endend 
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      returnreturn P[n] 
endend 
functionfunction padovan_bottomup(n) 
      P = Dict(0 => 1,1 => 1,2 => 1) 
      forfor i inin 3 : n 
          P[i] = P[i - 2] + P[i - 3] 
      endend 
      returnreturn P[n] 
endend 
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Алгоритм 19.7.

v w w_max

functionfunction knapsack(v, w, w_max) 
   n = lengthlength(v) 
   y = DictDict((0, j) => 0.0 for j in 0 : w_max
   forfor i inin 1 : n 
       forfor j inin 0 : w_max 
           y[i, j] = w[i] > j ? y[i - 1,j] :
                    maxmax(y[i - 1, j], 
                        y[i - 1, j - w[i]] + v[i]) 
       endend 
   endend 

   #  
   x, j = falsesfalses(n), w_max   
   forfor i inin n: -1 : 1 
       ifif w[i]  j && y[i, j] - y[i - 1, j - w[i]] == v[i] 
          # i-    
          x[i] = truetrue 
          j -= w[i] 
       endend 
   endend 
   returnreturn x 
endend 
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19.6. Муравьиный алгоритм

 

   

 A i j i j i j  

l i j
i j l i j
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Алгоритм 19.8.

graph

functionfunction edge_attractiveness(graph, , ;  = 1,  = 5)
   A = DictDict()
   forfor i inin 1 : nv(graph)
       neighbors = outneighbors(graph, i)
       forfor j inin neighbors
           v = [(i, j)] ^  * [(i, j)] ^ 
           A[(i, j)] = v
       endend
   endend 
   returnreturn A 
endend

i
j  

i
i j

j'

A i j
P i j

A i j'

l
l

 i j i j
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Алгоритм 19.9.

A x_best
y_best

importimport StatsBase: Weights, sample 
functionfunction run_ant(graph, lengths, , A, x_best, y_best) 
    x = [1] 
    whilewhile length(x) < nv(graph) 
        i = x[end] 
        neighbors = setdiffsetdiff(outneighbors(graph, i), x) 
        ifif isempty(neighbors) #     
           returnreturn (x_best, y_best) 
        endend 

        as = [A[(i, j)] for j in neighbors]
        push!push!(x, neighbors[sample(Weights(as))])
    endend 

    l = sumsum(lengths[(x[i - 1], x[i])] forfor i inin 2 : length(x))
    forfor i inin 2 : length(x)
        [(x[i - 1], x[i])] += 1/l
    endend 
    ifif l < y_best 
        returnreturn (x, l) 
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    elseelse 
        returnreturn (x_best, y_best) 
    endend 
endend 

Рис. 19.7.

Алгоритм 19.10.

graph LightGraphs.jl 
lengths

m k_max

functionfunction ant_colony_optimization(graph, lengths;
   m = 1000, k_max = 100,  = 1.0,  = 5.0,  = 0.5,
    = DictDict((e.src, e.dst) => 1 / lengths[(e.src, e.dst)]
             forfor e inin edges(graph)))
    = DictDict((e.src, e.dst) => 1.0 forfor e inin edges(graph))
   x_best, y_best = [], InfInf
   forfor k inin 1 : k_max
       A = edge_attractiveness(graph, , ,  = ,  = )
       forfor (e, v) inin 
           [e] = (1 - ) * v
       endend
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       forfor ant inin 1 : m
           x_best, y_best = run_ant(graph, lengths, , A, x_best, y_best)
       endend
   endend
   returnreturn x_best
endend 

19.7. Резюме

19.8. Упражнения

     

truetrue
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Глава 20

Оптимизация 

выражений

20.1. Грамматика

x
x

 

 

Рис. 20.1.
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Рис. 20.2. x
x 

Пример 20.1.
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Пример 20.2.

a b b a

a b c c b a

ExprRules.jl
grammar
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Пример 20.3.

ExprRules.jl

grammar

usingusing ExprRules
grammar = @grammar beginbegin
     R = x             #   
     R = R * A         #   
     R = f(R)          #  
     R = _(randnrandn())    #  ,  
                           
     R = 1 | 2 | 3     #  R = 1, R = 2  R = 3
     R = |(4 : 6)      #  R = 4, R = 5  R = 6
     A = 7             #     
endend;

RuleNode
rand

RuleNode sample
RuleNode RuleNode

eval
return_type

isterminal child_
types

nchildren

 
lengthlength(node) depthdepth(node)

NodeLoc
NodeLocs

loc = sample (NodeLoc, node);              #    loc
loc = sample (NodeLoc, node, :R, grammar); #   loc  R
subtree = getget(node, loc);
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20.2. Генетическое программирование

 -

if

≤

x 2

×

x +

y 3

0

Рис. 20.3.

x 2 ? * ( + 3) : 0

 

if

Родительское дерево А Родительское дерево B Дочернее дерево

Рис. 20.4.
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Алгоритм 20.1. a b Rule
Node ExprRules.jl TreeCrossover

max_depth
structstruct TreeCrossover <: CrossoverMethod
   grammar
   max_depth
endend
functionfunction crossover(C::TreeCrossover, a, b)
   child = deepcopydeepcopy(a)
   crosspoint = sample(b)
   typ = return_type(C.grammar, crosspoint.ind)
   d_subtree = depth(crosspoint)
   d_max = C.max_depth + 1 - d_subtree
   ifif d_max > 0 && contains_returntype(child, C.grammar, typ, d_max)
      loc = sample(NodeLoc, child, typ, C.grammar, d_max)
      insertinsert!(child, loc, deepcopydeepcopy(crosspoint))
   endend
   child
endend

 

До После

Рис. 20.5.

Algorithms_for_Optimization.indb   394 02.07.2020   18:07:27



Алгоритм 20.2. Rule
Node ExprRules.jl TreeMutation

grammar p
structstruct TreeMutation <: MutationMethod
   grammar
   p
endend
functionfunction mutate(M::TreeMutation, a)
   child = deepcopydeepcopy(a)
   ifif randrand() < M.p
      loc = sample(NodeLoc, child)
      typ = return_type(M.grammar, getget(child, loc).ind)
      subtree = randrand(RuleNode, M.grammar, typ)
      insertinsert!(child, loc, subtree)
   endend
   return   return child
endend

  

До После

Рис. 20.6.

Алгоритм 20.3.

RuleNode ExprRules.jl p
structstruct TreePermutation <: MutationMethod
   grammar
   p
endend
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functionfunction mutate(M::TreePermutation, a)
   child = deepcopydeepcopy(a)
   ifif rand() < M.p
      node = samplesample(child)
      n = lengthlength(node.children)  
      types = child_types(M.grammar, node)
      forfor i in 1 : n - 1
          c = 1
          forfor k inin i + 1 : n
              ifif types[k] == types[i] &&
                 randrand() < 1 / (c += 1)
                 node.children[i], node.children[k] =
                     node.children[k], node.children[i]
              endend
          endend
      endend
   endend
   returnreturn child
end

Пример 20.4.

ExprRules.jl

grammar = @grammar beginbegin

   R = | (1 : 9)
   R = R + R
   R = R - R
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   R = R / R
   R = R * R
endend

functionfunction f(node)
   value = evaleval(node, grammar)
ifif isinfisinf(value) || isnanisnan(value)
returnreturn Inf

endend
absabs(value - )

returnreturn loglog   lengthlength(node) / 1e3
endend

genetic_algorithm

srandsrand(0)
population [rand(RuleNode, grammar, :R) for i in 1 : 1000]
best_tree = genetic_algorithm(f, population, 30,

TruncationSelection(50), 
TreeCrossover(grammar, 10), 
TreeMutation(grammar, 0.25)) 

20.3. Грамматическая эволюция
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n j
j i n i

Алгоритм 20.4.

x grammar sym
c

c_max

DecodedExpression

structstruct DecodedExpression
   node
   n_rules_applied
endend
functionfunction decode(x, grammar, sym, c_max = 1000, c = 0)
   node, c = _decode(x, grammar, sym, c_max, c)
   DecodedExpression(node, c)
endend
functionfunction _decode(x, grammar, typ, c_max, c)
   types = grammar[typ]
   ifif length(types) > 1
      g = x[mod1(c += 1, length(x))]
      rule = typestypes[mod1(g, length(types))]
   elseelse

x n x n
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      rule = typestypes[1]
   end
   node = RuleNode(rule)
   childtypes = child_types(grammar, node)
   ifif !isempty!isempty(childtypes) && c < c_max
      forfor ctyp inin childtypes
          cnode, c = _decode_decode(x, grammar, ctyp, c_max, c)
          push!push!(node.children, cnode)
      endend
   endend
   returnreturn (node, c)
endend

Пример 20.5.

51 52
' '

43950,950E+8

' 
' ' |

' |
' |

| |
| | | | | | | | |

'

' 

' 
'

4E+8

Algorithms_for_Optimization.indb   399 02.07.2020   18:07:28



ExprRules

grammar @grammar beginbegin

R = D * De * P * E
De = D * De | ""
P = "." * D * De | ""
E = "E" * S * D * De | ""
S "+"|"-"|""

D "0"|"1"|"2"|"3"|"4"|"5"|"6"|"7"|"8"|"9"
endend

x = [205, 52, 4, 27, 10, 59, 6]
str = evaleval(decode(x, grammar, :R).node, grammar)

Алгоритм 20.5.

structstruct IntegerGaussianMutation <: MutationMethod 
    
endend 
functionfunction mutate(M::IntegerGaussianMutation, child) 
   returnreturn child + round.(Int, randn(length(child)) .* M. ) 
endend 
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Алгоритм 20.6.

structstruct GeneDuplication <: MutationMethod 
endend 
functionfunction mutate(M::GeneDuplication, child) 
   n = lengthlength(child) 
   i, j = randrand(1 : n), rand(1 : n) 
   interval = minmin(i, j) : max(i, j) 
   returnreturn vcatvcat(child, deepcopydeepcopy(child[interval])) 
endend 

Родительское дерево a

Родительское дерево b

Дочернее дерево

Рис. 20.7.
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a

Алгоритм 20.7.

structstruct GenePruning <: MutationMethod
   p
   grammar
   typ
endend
functionfunction mutate(M::GenePruning, child)
   ifif randrand() < M.p
      c = decode(child, M.grammar, M.typ).n_rules_applied
      ifif c < lengthlength(child)
         child = child[1 : c]
       endend
    endend
    returnreturn child
endend

До

После

Рис. 20.8.

Алгоритм 20.8. MutationMethod
Ms

structstruct MultiMutate <: MutationMethod
   Ms
endend
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functionfunction mutate(M::MultiMutate, child)
   forfor m inin M.Ms
     child = mutate(m, child)
   endend
   returnreturn child
endend

20.4. Вероятностные грамматики

  

Алгоритм 20.9.

probgram
grammar

ws node RuleNode
structstruct ProbabilisticGrammar 
   grammar 
   ws 
endend 
functionfunction probability(probgram, node) 
   typ = return_type(probgram.grammar, node) 
   i = findfirst(isequal(node.ind), probgram.grammar[typ]) 
   prob = probgram.ws[typ][i] / sum(probgram.ws[typ]) 
   forfor (i, c) inin enumerate(node.children) 
        prob *= probability(probgram, c) 
    endend 
    returnreturn prob 
endend 
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Пример 20.6.

w
w
w
w
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P
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P
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iw i

Алгоритм 20.10.

probgram Xs
functionfunction _update!(probgram, x) 
    grammar = probgram.grammar 
    typ = return_type(grammar, x) 
    i = findfirst(isequal(x.ind), grammar[typ]) 
    probgram.ws[typ][i] += 1 
    forfor c inin x.children 
        _update!(probgram, c) 
    endend 
    returnreturn probgram 
endend 
functionfunction update!(probgram, Xs) 
    forfor w inin values(probgram.ws) 
        fill!(w, ) 
    end    end 
    forfor x inin Xs 
        _update!(probgram, x) 
    endend 
    returnreturn probgram 
endend 

20.5. Вероятностные деревья прототипов
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Алгоритм 20.11.

ps

children PPTNodes get_child

structstruct PPTNode 
   ps 
   children 
endend 
functionfunction PPTNode(grammar; 
   w_terminal = 0.6,
   w_nonterm = 1 - w_terminal,
) 

   ps = DictDict(typ => normalize!normalize!([isterminal(grammar, i) ? 
                    w_terminal : w_nonterm 
                    forfor i inin grammar[typ]], 1) 
        forfor typ inin nonterminals(grammar))
   PPTNode(ps, PPTNode[])
endend 
functionfunction get_child(ppt::PPTNode, grammar, i) 
   ifif i > length(ppt.children) 
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      push!push!(ppt.children, PPTNode(grammar)) 
   endend 
   returnreturn ppt.children[i] 
endend 

Алгоритм 20.12.

functionfunction randrand(ppt, grammar, typ) 
    rules = grammar[typ] 
    rule_index = sample(rules, Weights(ppt.ps[typ])) 
    ctypes = child_types(grammar, rule_index) 

    arr = VectorVector{RuleNode}(undef, lengthlength(ctypes)) 
    node = iseval(grammar, rule_index) ? 
           RuleNode(rule_index, evaleval(grammar, rule_index), arr) : 
           RuleNode(rule_index, arr) 

    forfor (i, typ) in enumeratein enumerate(ctypes) 
         node.children[i] = 
            randrand(get_child(ppt, grammar, i), grammar, typ) 
    endend 
    returnreturn node 
endend 

p1

p1

p11

p111

p12

p1

p11 p12

p111 p112 p121 p122

×

ln

x

2

Образец первого выражения
×

− +

3 x 2 7

Образец второго выражения

Рис. 20.9.
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x x
x

x
x

P x
yP P x P x
y

Алгоритм 20.13.

ppt
grammar expr x_best RuleNode y_best
y_elite

functionfunction probability(ppt, grammar, expr)
   typ = return_type(grammar, expr)
   i = findfirstfindfirst(grammar[typ], expr.ind)
   prob = ppt.ps[typ][i]
   forfor (i, c) in enumeratein enumerate(expr.children)
       prob *= probability(get_child(ppt, grammar, i), grammar, c)
   endend
   returnreturn prob
endend
functionfunction p_target(ppt, grammar, x_best, y_best, y_elite, , )
   p_best = probability(ppt, grammar, x_best)
   returnreturn p_best + (1-p_best) *  * (  - y_elite) / (  - y_best)
endend

i i iP x P x c P x i  

x i x c

x
c
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i
j j

i

pp p
pp

j i

Алгоритм 20.14.

ppt grammar x_best
y_best y_elite

c
functionfunction _update!(ppt, grammar, x, c, )
   typ = return_type(grammar, x)
   i = findfirstfindfirst(isequalisequal(x.ind), grammar[typ])
   p = ppt.ps[typ]
   p[i] += c *  * (1 - p[i])
   psum = sumsum(p)
   forfor j inin 1 : lengthlength(p)
       ifif j != i
          p[j] *= (1 - p[i]) / (psum - p[i])
       endend
   endend
   forfor (pptchild, xchild) inin zip(ppt.children, x.children)
       _update!(pptchild, grammar, xchild, c, )
   endend
   returnreturn ppt
endend
functionfunction update!(ppt, grammar, x_best, y_best, y_elite, , c, )
   p_targ = p_target(ppt, grammar, x_best, y_best, y_elite, , )
   whilewhile probability(ppt, grammar, x_best) < p_targ
       _update!(ppt, grammar, x_best, c, )
   endend
   returnreturn ppt
endend 
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Алгоритм 20.15.

ppt grammar x_best
p_mutation

functionfunction mutate!(ppt, grammar, x_best, p_mutation, ;
   sqrtlen = sqrtsqrt(lengthlength(x_best)),
   )
   typ = return_typereturn_type(grammar, x_best)
   p = ppt.ps[typ]
   prob = p_mutation / (lengthlength(p) * sqrtlen)
   forfor i inin 1 : lengthlength(p)
       ifif randrand() < prob
           p[i] +=  * (1 - p[i])
       endend
   endend
   normalize!normalize!(p, 1)
   forfor (pptchild, xchild) inin zip(ppt.children, x_best.children)
       mutate!(pptchild, grammar, xchild, p_mutation, ,
               sqrtlen = sqrtlen)
   endend
   returnreturn ppt
endend
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вектора

Увеличить Нормализовать

Рис. 20.10.

Алгоритм 20.16.

ppt grammar
p_treshold

functionfunction prune!(ppt, grammar; p_threshold = 0.99)
   kmax, pmax = :None, 0.0
   forfor (k, p) inin ppt.ps
       pmax' = maximummaximum(p)
       ifif pmax' > pmax
         kmax, pmax = k, pmax'
       endend
   endend
   ifif pmax > p_threshold
      i = argmax(ppt.ps[kmax])
      ifif isterminal(grammar, i)
         empty!empty!(ppt.children[kmax])
      elseelse
         max_arity_for_rule = maximummaximum(nchildren(grammar, r) forfor
                                      r inin grammar[kmax])
         while lengthwhile length(ppt.children) > max_arity_for_rule
            pop!pop!(ppt.children)
        endend
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      endend
   endend
   returnreturn ppt
endend

Пример 20.7.

x

x

20.6. Резюме

20.7. Упражнения
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Глава 21

Междисциплинарная 

оптимизация

  

21.1. Дисциплинарный анализ

 

i
y i i Fi
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m

v v

' i

i y i '

String

Пример 21.1.

x
F y

f x y F y
f x y

functionfunction F1(A) 
    A["y1"] = f1(A["x"], A["y2"]) 
    returnreturn A 
endend 
functionfunction F2(A) 
    A["y2"] = f2(A["x"], A["y1"]) 
    returnreturn A 
endend 
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y y
x

A = DictDict("x" => 1, "y1" => 2, "y2" => 3)

21.2. Междисциплинарная совместимость

x
-

 

i i m

-
 

minx f (x, y)

при условиях [x, y] � X

Дисциплинарный
анализ 

Оптимизатор

x
y

Рис. 21.1.

 

i j i
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j

j i i
j

minx f (x, y(1), y(2))

при условиях [x, y , y ] � X

Оптимизатор
Дисциплинарный 

анализ 1 x

y(1)

y(1)

Дисциплинарный 
анализ 2 

x

y(2)

(1) (2)
y(2)

Рис. 21.2.

Структурный анализ

Прогнозирование
стоимости

Структурный анализ

Аэродинамический
анализ

Рис. 21.3.

  

 –  
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Рис. 21.4.

Алгоритм 21.1.

Fs
A

k_max

functionfunction gauss_seidel!(Fs, A; k_max = 100,  = 1e-4) 
   k, converged = 0, falsefalse 
   whilewhile !converged && k  k_max 
      k += 1
      A_old = deepcopydeepcopy(A)
      forfor F inin Fs
          F(A) 
      endend 
      converged = allall(isapproxisapprox(A[v], A_old[v], rtol=.) 
                      forfor v inin keys(A))
      endend
      returnreturn (A, converged)
endend 
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Пример 21.2.

y F x y y y x,
y F x y y y y
y F x y y x y y

functionfunction F1(A)
    A["y1"] = A["y2"] - A["x"]
    returnreturn A
endend
functionfunction F2(A)
    A["y2"] = sin(A["y1"] + A["y3"])
    returnreturn A
endend
functionfunction F3(A)
    A["y3"] = cos(A["x"] + A["y2"] + A["y1"])
    returnreturn A
endend

A = Dict("x" => 1, "y1" => 1, "y2" => 1, "y3" => 1)

F F F
F F F

−2

−1

0

1 y (1)

y (2)

y (3)

0 5 10 15 20
−2

−1

0

1

Итерации
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21.3. Архитектура

� �

� � 0 1

min

при условии, что

для любой дисциплины 1, ..., ,i

f

i m
�

� �

x
A

A X

F A A

f

i i

 

Algorithms_for_Optimization.indb   421 02.07.2020   18:07:30



Пример 21.3.

v s r p

Анализ автомобиля

Анализ датчиков

Автономный анализ

Анализ маршрута

Анализ спроса

Анализ прибыльности
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21.4.  Допустимая архитектура 

междисциплинарного проекта

    

x

minx f (A)

при условии A � X

Междисциплинарный
анализ 

Оптимизатор

Обновить x

Обновить y(1),  . . . , y (m )

Рис. 21.5.

x

minx f x, y(1)

(1)

,  . . . , y(m)

(m)при условии x, y ,  . . . , y � X

minx f (MDA(x))

при условии MDA(x) � X#
%

$
&

�
�

�
�

Рис. 21.6.

x
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Пример 21.4.

minv,s,r,p f v, s, r, p, y(v), y(s), y(a), y(r), y(d), y(p)

v, s, r, p, y(v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)при условиях � X

Междисциплинарный анализ 

Оптимизатор

Обновить v, s, r, pОбновить y(v), y(s), y(a), y(r), y(d), y(p)

#
%

$
&

�
�

�
�

21.5. Последовательная оптимизация
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minxg
f(A) при условии A � X

min
x (1)

l

f1(A) при условии [x(1), y(1) ] � X 1
Дисциплинарный 

анализ 1 

Обновить x(1)

(1)

l

Обновить y

min
x(2)

l

f2(A) при условии [x(2), y(2) ] � X 2
Дисциплинарный 

анализ 2 

Обновить x(2)
l

Обновить y

min
x(m)

l

fm (A) при условии [x(m), y(m)] � Xm Дисциплинарный 
анализ m 

Обновить x(m)

(m)

l

Обновить y

Обновить xg

...

Рис. 21.7.
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Пример 21.5.

vl
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minvg,sg,rg,pg f(A) при условиях A � X

minvl
fv (A) при условии [vl , y(v) ] � X v

Анализ
автомобиля

обновить vl

обновить y(v)

minsl
fs(A) при условии [sl , y(s) ] � X s

Анализ
сенсоров

обновить sl

обновить y(s)

minal
fa(A) при условии [al , y(a) ] � X a

Автономный
анализ

обновить al

обновить y(a)

minrl
fr(A) при условии [rl , y(r) ] � X r

Анализ
маршрута

обновить rl

обновить y(r)

mind l
fd (A) при условии [d l , y(d)] � Xd

Анализ
спроса

обновить d l

обновить y(d)

Анализ
прибыльности

Обновить vg,sg,rg,pg

Рис. 21.8.
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21.6.  Допустимая архитектура отдельной 

дисциплины

   

 
c i

y i

c i y i

x y y m x c c m
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min
x,c(1),...,c(m)

f(x )

при условии [x

, c(1),  . . . , c(m)

, c(1),  . . . , c(m) ] � X

c(i) = y(i) for i � 01,  . . . , m1

Дисциплинарный 
анализ 1

Дисциплинарный 
анализ 2 

Дисциплинарный 
анализ m 

...

обновить y(1)

обновить y(2)

обновить y(m)

Копия A

Копия A

Копия A

Рис. 21.9.

x1

x2

Рис. 21.10.

21.7. Совместная оптимизация
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min
v,s,r,p,c(v),c(s),c(a),c(r),c(d),c(p)

f v, s, r, p, c(v), c(s), c(a), c(r), c(p)

при условии

c(d),

v, s, r, p, c(v), c(s), c(a), c(r), c(p)c(d),

c(v), c(s), c(a), c(r), c(p)c(d),

� X

= y(v), y(s), y(a), y(r), c(d), y(p)

Анализ автомобиля

Анализ датчиков

Автономный анализ

Анализ маршрута

Анализ спроса

обновитьy(v)

обновить y(s)

обновить y(a)

обновить y(r)

обновить y(d)

обновить y(p)

Копия A

Копия A

Копия A

Копия A

Копия A

Копия A

#
%

#
%

$
&

#
%

$
&

$
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Анализ
прибыльности

Рис. 21.11.

min
Ag

f(Ag) при условии fi = 0 for i � { 1,  . . . , m}

min
x(1)

f1 = x(1)g −A g[x(1)g ]
2

2
+ y(1)g −A g[y(1)g ]

2

2

при условии [x(1), y(1) ] � X 1

min
x(2 )

f2 = x(2)g −Ag [x(2)g ]
2

2
+ y(2 )g −A g[y(2)g ]

2

2

при условии [x(2), y(2)] � X 2

min
x(m)

fm = x(m)
g −Ag[x(m)

g ]
2

2
+ y(m)

g −Ag[y(m)
g ]

2

2

при условии [x(m), y(m)] � Xm
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f2
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Рис. 21.12.
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Пример  21.6.
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min
Ag

f(Ag) при условии ftransport = fnetwork = 0

min
x(transport)

ftransport = x(transport)
g �A g[x(transport)

g ]
2

2
+ y(transport)

g �A g[y(transport)
g ]

2

2

при условии [x(transport ) (transport), y ] � X transport

min
x(network)

fnetwork = xg �Ag[xg ]
2

2
+ yg �Ag[y(network)(network)(network)(network)

(network) (network)

g ]
2

2

при условии [x , y ] � X network

*
*
*
*

*
*
*
*

*
*
*
*
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*
*
*

*
*
*
*
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Рис. 21.13.

21.8.  Архитектура одновременного анализа 

и проектирования

     

Fi

Fi

ri
i Fi ri ri

i
i ir F y

Пример 21.7.

y x
F x x
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r Fx y x y x y

r x y y x

min
A

f(A) при условии A � X , ri(A) = 0 для каждой дисциплины

Рис. 21.14.
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x1

x2

x(1)

Рис. 21.15.

Пример 21.8.

min
v,s,r,p,y(v),y(s),y(a),y(r),y(d),y(p)

f v, s, r, p,y (v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)

v, s, r, p,y (v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)

v, s, r, p,y (v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)

v, s, r, p,y (v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)

v, s, r, p,y (v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)

v, s, r, p,y (v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)

v, s, r, p,y (v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)

v, s, r, p,y (v), y(s), y(a), y(r), y(d ), y(p)

при условиях � X,

rv( ) = 0,

rs( ) = 0,

ra( ) = 0,

rr( ) = 0,

rd( ) = 0,

rp( ) = 0.

#
%

$
&

�
�

�
�

21.9. Резюме
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21.10. Упражнения

Algorithms_for_Optimization.indb   436 02.07.2020   18:07:32



mg

l

k

mg l cos θ

θ

θ
k

k
l m

g

M  mg l 
M k

m l g

Algorithms_for_Optimization.indb   437 02.07.2020   18:07:32



Algorithms_for_Optimization.indb   438 02.07.2020   18:07:32



Приложение A

Язык Juli a

А.1. Типы

A.1.1. Логические типы

BoolBool  truetrue
falsefalse

done = falsefalse
 = falsefalse 

julia> x = truetrue 
true 
julia> y = falsefalse 

http://julialang.org.
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false 
julia> typeof(x) 
Bool 

julia> !x     #  
false 
julia> x && y #  
false 
julia> x || y #  
true 

#

А.1.2. Числа

julia> typeof(42)  
Int64 
julia> typeof(42.0)  
Float64 

Int64Int64  Float64Float64  

julia> x = 4
4 
julia> y = 2 
2 
julia> x + y 
6 
julia> x - y 
2 
julia> x * y 
8 
julia> x / y 
2.0 

Int32Int32

Algorithms_for_Optimization.indb   440 02.07.2020   18:07:32



julia> x ^ y 
16 
julia> x % y #    x  y 
0 

x / y Float64Float64
x y

x += 1
x = x + 1

julia> 3 > 4 
false 
julia> 3 >= 4 
false 
julia> 3  4     #  unicode 
false 
julia> 3 < 4 
true 
julia> 3 <= 4 
true 
julia> 3  4     #  unicode 
true 
julia> 3 == 4 
false 
julia> 3 < 4 < 5 
true 

A.1.3. Строки

StringString "

julia> x = "optimal" 
"optimal" 
julia> typeoftypeof(x) 
String 

А.1.4. Векторы
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julia> x = [];               #  
julia> x = truestrues(3);         #  ,    true 
julia> x = onesones(3);          #    
julia> x = zeroszeros(3);         #    
julia> x = randrand(3);          #        0  1
julia> x = [3, 1, 4];        #   
julia> x = [3.1415, 1.618, 2.7182];  #   

 

julia> printprint([sin(x) for x = 1 : 5])
[0.841471, 0.909297, 0.14112, -0.756802, -0.958924] 

julia> typeoftypeof([3, 1, 4])                #    Int64 
Array{Int64, 1} 
julia> typeoftypeof([3.1415, 1.618, 2.7182])  #    Float64
Array{Float64, 1} 

julia> x[1]       #     1 
3.1415 
julia> x[3]       #   
2.7182 
julia> x[endend]     #      end
2.7182 
julia> x[endend -1]  #   
1.618 

julia> x = [1, 1, 2, 3, 5, 8, 13];
julia> printprint(x[1 : 3])          #    
[1, 1, 2] 
julia> printprint(x[1 : 2 : endend])    #    
[1, 2, 5, 13] 
julia> printprint(x[end end : -1 : 1])   #       
[13, 8, 5, 3, 2, 1, 1] 
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julia> printprint([x, x])              # 
Array{Int64,1}[[1, 1, 2, 3, 5, 8, 13], [1, 1, 2, 3, 5, 8, 13]] 
julia> lengthlength(x) 
7 
julia> printprint(push!(x, -1))        #     
[1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, -1] 
julia> pop!pop!(x)                    #     
-1 
julia> printprint(appendappend!(x, [2, 3]))  #      x 
[1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 2, 3] 
julia> printprint(sort!sort!(x))            #   
[1, 1, 2, 2, 3, 3, 5, 8, 13] 
julia> x[1] = 2; printprint(x)         #     2 
[2, 1, 2, 2, 3, 3, 5, 8, 13] 
julia> x = [1, 2]; 
julia> y = [3, 4]; 
julia> printprint(x + y)               #  
[4, 6] 
julia> printprint(3x - [1, 2])         #     
[2, 4] 
julia> printprint(dot(x, y))           #  
11 
julia> printprint(x· y)                #    Unicode
11 

julia> printprint(x .* y)       #  
[3, 8] 
julia> printprint(x .^ 2)       #    
[1, 4] 
julia> printprint(sin.(x))      #   
[0.841471, 0.909297] 
julia> printprint(sqrt.(x))     #     
[1.0, 1.41421] 

А.1.5. Матрицы
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julia> X = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9; 10 11 12]; 
julia> typeoftypeof(X)  #    Int64
Array{Int64,2} 
julia> X[2]       #          
4 
julia> X[3,2]     #       
8 
julia> printprint(X[1, :])         #   
[1, 2, 3] 
julia> printprint(X[:, 2])         #   
[2, 5, 8, 11] 
julia> printprint(X[:, 1 : 2])     #    
[1 2; 4 5; 7 8; 10 11] 
julia> printprint(X[1 : 2, 1 : 2]) #    2x2
[1 2; 4 5]                    #      X 

julia> printprint(eyeeye(3))             #   3x3
[1.0 0.0 0.0; 0.0 1.0 0.0; 0.0 0.0 1.0] 
julia> printprint(diagmdiagm([3, 2, 1]))   #   3x3 
[3 0 0; 0 2 0; 0 0 1]            #  3, 2, 1   
 
julia> printprint(randrand(3,2))          #   3x2
[0.921459 0.307439; 0.255633 0.386419; 0.0664965 0.495675] 
julia> printprint(zeroszeros(3,2))         #   3x2
[0.0 0.0; 0.0 0.0; 0.0 0.0] 
julia> printprint([sin(x + y) for x = 1 : 3, y = 1 : 2])  #   
[0.909297 0.14112; 0.14112 -0.756802; -0.756802 -0.958924] 

julia> printprint(X')                #    
[1 4 7 10; 2 5 8 11; 3 6 9 12] 
julia> printprint(3X + 2)            #      
[5 8 11; 14 17 20; 23 26 29; 32 35 38] 
julia> X = [1 3; 3 1];          #   
julia> printprint(invinv(X))            #  
[-0.125 0.375; 0.375 -0.125] 
julia> detdet(X)                   # 
-8.0 
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julia> printprint([X X])             #  
[1 3 1 3; 3 1 3 1] 
julia> printprint([X; X])            #  
[1 3; 3 1; 1 3; 3 1] 
julia> printprint(sin.(X))           #    sin 
[0.841471 0.14112; 0.14112 0.841471] 

A.1.6. Кортежи

julia> x = (1,) #    ,   
(1,) 
julia> x = (1, 0, [1, 2], 2.5029, 4.6692) #   — 
(1, 0, [1, 2], 2.5029, 4.6692) 
julia> x[2] 
0 
julia> x[endend] 
4.6692 
julia> x[4 : endend] 
(2.5029, 4.6692) 
julia> lengthlength(x) 
5 

А.1.7. Словари

 

julia> x = DictDict();              #  
julia> x[3] = 4                 #    4   3 
4 
julia> x = DictDict(3 => 4, 5 => 1) #     -
Dict{Int64,Int64} with 2 entries: 
  3 => 4 
  5 => 1 
julia> x[5]         #  ,    5 
1 
julia> haskeyhaskey(x, 3) # ,     3 
true 
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julia> haskeyhaskey(x, 4) # ,     4 
false 

A.1.8. Составные типы

 

structstruct

structstruct A 
    a 
    b 
endend 

mutablemutable  

mutablemutable structstruct B 
    a 
    b 
endend 

 = (1.414, 1.732)

structstruct A 
   a :: Int64Int64 
   b :: Float64Float64 
endend 

Int64Int64
Float64Float64

A.1.9. Абстрактные типы 

Algorithms_for_Optimization.indb   446 02.07.2020   18:07:33



Float64Float64

Any
Number

Real
AbstractFloat

Float64
Float32
Float16
BigFloat

... ... ...

Рис. A.1. Float64Float64

julia> supertypesupertype(Float64Float64)
AbstractFloat 
julia> supertypesupertype(AbstractFloatAbstractFloat) 
Real 
julia> supertypesupertype(RealReal) 
Number 
julia> supertypesupertype(NumberNumber) 
Any 
julia> supertypesupertype(AnyAny)          # Any —  
Any 
julia> subtypessubtypes(AbstractFloatAbstractFloat) #   AbstractFloats 
4-element Array{Union{DataType, UnionAll}, 1}: 
 BigFloat 
 Float16 
 Float32 
 Float64 
julia> subtypessubtypes(Float64Float64)       #  Float64   
0-element Array{Union{DataType, UnionAll}, 1} 

abstractabstract type C endend 
abstractabstract type D <: C end      end       # D —    C 
structstruct E <: D                  # E —   —   D 
    a 
endend 

Algorithms_for_Optimization.indb   447 02.07.2020   18:07:33



A.1.10. Параметрические типы

julia> x = DictDict(3 => 4, 5 => 1) 
Dict{Int64,Int64} with 2 entries: 
  3 => 4 
  5 => 1 

DictDict Int64Int64 Int64Int64

julia> x = DictDict{Int64Int64,Int64Int64}(3 => 4, 5 => 1) 
Dict{Int64,Int64} with 2 entries: 
   3 => 4 
   5 => 1 

А.2. Функции

 

A.2.1. Именованные функции

functionfunction

functionfunction f(x, y) 
   returnreturn x + y 
endend 

julia> f(x, y) = x + y;
julia> f(3, 0.1415)
3.1415 
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А.2.2. Анонимные функции 

 

julia> h = x -> x ^ 2 + 1 #      
(:: #1) (generic function with 1 method) 
julia> g(f, a, b) = [f(a), f(b)];  #   f   
                                   # a  b    array 
julia> g(h, 5, 10) 
2-element Array{Int64, 1}: 
   26 
  101 
julia> g(x -> sinsin(x) + 1, 10, 20) 
2-element Array{Float64, 1}: 
  0.455979 
  1.91295 

A.2.3. Необязательные аргументы

julia> f(x = 10) = x ^ 2; 
julia> f() 
100 
julia> f(3) 
9 
julia> f(x, y, z = 1) = x * y + z; 
julia> f(1, 2, 3) 
5 
julia> f(1, 2) 
3 

A.2.4. Именованные аргументы

julia> f(; x = 0) = x + 1; 
julia> f() 
1 
julia> f(x = 10) 
11 
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julia> f(x, y = 10; z = 2) = (x + y) * z; 
julia> f(1) 
22 
julia> f(2, z = 3) 
36 
julia> f(2, 3) 
10 
julia> f(2, 3, z = 1) 
5 

A.2.5. Перегрузка функций

julia> f(x :: Int64Int64) = x + 10; 
julia> f(x :: Float64Float64) = x + 3.1415; 
julia> f(1) 
11 
julia> f(1.0) 
4.141500000000001 
julia> f(1.3) 
4.4415000000000004 

julia> f(x) = 5; 
julia> f(x :: Float64Float64) = 3.1415; 
julia> f([3, 2, 1]) 
5 
julia> f(0.00787499699) 
3.1415 

А.3. Управление потоком выполнения
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А.3.1. Условная оценка

ifif

ifif x < y 
   # ,  x < y 
elseifelseif x > y 
   # ,  x > y 
elseelse 
   # ,  x == y 
endend 

 

julia> f(x) = x > 0 ? x : 0; 
julia> f(-10) 
0 
julia> f(10) 
10 

A.3.2. Циклы 

whilewhile

x

x = [1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 13, 16, 18]
s = 0
whilewhile x != [] 
   s += pop!(x) 
endend 

forfor
x x

x = [1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 13, 16, 18]
s = 0
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forfor i = 1 : length(x)
   s += x[i] 
endend 

= inin

x = [1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 13, 16, 18]
s = 0
forfor y inin x
   s += y 
endend 

А.4. Пакеты 

https://pkg.julialang.org
Distributions.jl

PkgPkg.add ("Distributions")

PkgPkg.update() 

usingusing

usingusing Distributions 

usingusing
var Statis

tics.jl Base.Math
Constants.jl Base.Math
Constants.jl Iterators.jl LinearAlgebra.jl QuadGK.jl Random.jl
Statistics.jl StatsBase.jl
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Приложение  Б

Тестовые функции

Б.1. Функция Экли

  

−30 −20 −10 0 10 20 30
−30

−20

−10

0

10

20

30

x1

x 2

Рис. Б.1.

d
d d

i i
i i

f a b x cx a
d d

x
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b

Алгоритм Б.1. d

functionfunction ackley(x, a =  20, b = 0.2, c = 2 )
   d = lengthlength(x)
   returnreturn -a * expexp(-b * sqrtsqrt(sumsum(xi ^ 2) / d)) -
          expexp(sumsum(cos.(c * xi) forfor xi inin x) / d) + a + expexp(1)
end

Б.2. Функция Бута

  

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

x1

x 2

Рис. Б.2.

 f x x x x x
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Алгоритм Б.2. x
booth(x) = (x[1] + 2x[2] - 7) ^ 2 + (2x[1] + x[2] - 5) ^ 2

Б.3. Функция Бранина

  

f a x bx cx r s t x sx

a b r s t

−5 0 5 10 15

0

5

10

15

20

x1

x 2

Рис. Б.3.

x m m

f x

Алгоритм Б.3. x

functionfunction branin(x; a = 1, b = 5.1 / (4 ^ 2), c = 5 / , r = 6, s = 10, 
                t = 1 /(8 ))
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   returnreturn a * (x[2] - b * x[1] ^ 2 + c * x[1] - r) ^ 2 + s * 
              (1 - t) * cos(x[1]) + s
endend

Б.4. Функция цветка

 

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

x1

x 2

Рис. Б.4.

 f x a x b c x x

a b c

Алгоритм Б.4. x

functionfunction flower(x; a = 1, b = 1, c = 4)
   returnreturn a * normnorm(x) + b * sinsin(c * atanatan(x[2], x[1]))
endend
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Б.5. Функция Михалевича

  d

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

x1

x 2

Рис. Б.5.

d
m i

i
i

i xf xx

m

f x -

Алгоритм Б.5. x
m

functionfunction michalewicz(x; m = 10)
   returnreturn -sumsum(sinsin(v) * sinsin(i * v ^ 2 / ) ^ (2m) forfor
           (i, v) in enumeratein enumerate(x))
endend
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Б.6. Банановая функция Розенброка

  

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2

x1

x 2

Рис. Б.6. a b

f a x b x xx

a a f x
a b

Алгоритм Б.6. x

rosenbrockrosenbrock(x; a = 1, b = 5) = (a - x[1]) ^ 2 + b * (x[2] - x[1] ^ 2) ^ 2 

Algorithms_for_Optimization.indb   458 02.07.2020   18:07:34



Б.7. Гребень Уилера
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Рис. Б.7.

 f x x x a x a

a

x x

0 2
0

2

x1

x 2

Рис. Б.8.

Алгоритм Б.7. x
a

wheeler(x, a = 1.5) = -expexp(-(x[1] * a[2] - a) ^ 2 - (x[2] - a) ^ 2)
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Б.8. Функция круга

  

r
f

r
x

x r x

xr
x

r r

Алгоритм Б.8. x

functionfunction circle(x)
    = x[1]
   r = 0.5 + 0.5 * (2x[2] / (1 + x[2] ^ 2))
   y1 = 1 - r * coscos( )
   y2 = 1 - r * sinsin( )
   returnreturn [y1, y2]
end
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Приложение  В

Математические 

понятия

В.1. Асимптотические обозначения

  

O

f x O g x x a f x
g x

c x

f x c g x x a

f x O g x x
O x x O x x x

O g x
g x x O x

f x O  f 

x w x w x wnxn w x
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Пример В.1.

f x ex x f
ex

c
f x c g x

ex c g x
ex c g x

f O ex x

Пример В.2.

f x x x x x f
x x x x

x f x
c g x c
c g x f x
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В.2. Разложение Тейлора

    

    
h

f x h f x f x a da

f x
h a

f x h f x f x f '' x b db da

h a

f x f x h f '' x b dbda

h a b

f x f x h f '' f ''' x c dc dbda

h a bf '' x
f x f x h h f ''' x c dcdbda

f x f '' x f ''' x
f x h h h

n
n

n

f x
h

n

x
h

f x a x
n

n

n

f a
f x x a

n
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В.3. Выпуклость

  x y

 x y

 . m

 w v w v wmv
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w
 

 x y

Выпуклое множество Невыпуклое множество

Рис. В.2.
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x

f(x)

Рис. В.3.
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f   
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 f x+ – y f x  + – f y
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ex

Строго выпуклая функция 
с одним глобальным

минимумом

Выпуклая функция без 
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Строго выпуклая
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Рис. В.4.
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Рис. В.5.

В.4. Нормы
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n na b a b a ba b

f

f x a

f x  f x

f a b f a f b  

Lp 
p  L

Lp

Таблица В.1. Lp

L x x x xn

nL x x xx

L x x x xn

f x f x
f x
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Lp

np p
x x xx

L

В.5. Матричное исчисление
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i
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В.6. Положительная определенность
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Алгоритм В.1. m
xs ws

structstruct Quadrule
   ws  
   xs
endend
functionfunction quadrule_legendre(m)
   bs = [legendre(i) for i in 1 : m + 1]
   xs = roots(bs[endend])
   A = [bs[k](xs[i]) for k in 1 : m, i in 1 : m]
   b = zeroszeros(m)
   b[1] = 2
   ws = A \ b
   returnreturn Quadrule(ws, xs)
endend
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Пример В.3.
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Пример В.4.

f x x

f x dx f x dx f x dx

g x f x x x x
x

p x g x dx g g g

Алгоритм В.2. quadint f
quadrule a b

quadint(f, quadrule) =
   sum(w * f(x) forfor (w,x) inin zipzip(quadrule.ws, quadrule.xs))
functionfunction quadint(f, quadrule, a, b)
    = (b - a) / 2
    = (a + b) / 2
   g = x ->  * f(  * x + )
   returnreturn quadint(g, quadrule)
endend
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Приложение  Г
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functionfunction pairwise_distances(X, p = 2)
    m = lengthlength(X)
    [normnorm(X[i] - X[j], p) for i in 1 : (m - 1) for j in (i + 1) : m]
endend
functionfunction phiq(X, q = 1, p = 2)
    dists = pairwise_distances(X, p)
    returnreturn sumsum(dists .^ (-q)) ^ (1/q)
endend
X = [[cos(2  * i / 10), sin(2  * i / 10)] for i in 1 : 10]
@show phiq(X, 2)

phiq(X, 2) = 6.422616289332565

X

a b b

k k ax x
b
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y y y
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k k
X

k

X = [[1], [2], [3] ,[4]]
y = [0, 5, 4, 6]
bases = polynomial_bases(1, 1)
B = [b(x) forfor x inin X, b inin bases]
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 = pinvpinv(B)*y
@show 
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Рис. Г.1.
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x
x

julia> usingusing Distributions
julia> N = Normal(0, 1);
julia> cdf(N, 1) - cdf(N, -1)
0.6826894921370861
julia> cdf(N, 1)
0.841344746068543
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f(x) = (!x[1] || x[3]) && (x[2] || !x[3]) && (!x[1] || !x[2])
usingusing IterTools
forfor x inin product([true, false], [true, false], [true, false])
   ifif f(x)
      @show(x)
      breakbreak 
   endend 
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ExprRules.jl

grammar = @grammar beginbegin
   S = NP * " " * VP
   NP = ADJ * " " * NP
   NP = ADJ * " " * N
   VP = V * " " * ADV
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   ADJ = |(["a", "the", "big", "little", "blue", "red"])
   N = |(["mouse", "cat", "dog", "pony"])
   V = |(["ran", "sat", "slept", "ate"])
   ADV = |(["quietly", "quickly", "soundly", "happily"])
endend

evaleval(phenotype([2, 10, 19, 0, 6], grammar, :S)[1], grammar)
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ОСНОВЫ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 
ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКОГО 
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ  
АЛГОРИТМЫ, РАБОЧИЕ ПРИМЕРЫ И ТЕМАТИЧЕСКИЕ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

Книга представляет собой 
учебник по машинному 
обучению с акцентом на 
коммерческие приложения. 
Она предлагает подробное 
описание наиболее важных 
подходов к машинному 
обучению, используемых в 
интеллектуальном анализе 
данных, охватывающих как 
теоретические концепции, так 
и практические приложения. 
Формальный математический 
материал дополняется 
пояснительными примерами, 
а примеры исследований 
иллюстрируют применение 
этих моделей в более 
широком контексте бизнеса.
В книге рассмотрены 
информационное обучение, 
обучение на основе сходства, 
вероятностное обучение и 
обучение на основе ошибок. 
Описанию каждого из этих 
подходов предшествует 
объяснение основополагающей 
концепции, за которой 
следуют математические 
модели и алгоритмы, 
иллюстрированные 
подробными рабочими 
примерами. 

Джон Д. Келлехер
Брайан Мак-Нейми 
Аоифе д'Арси

МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ
для АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

ОСНОВЫ

АЛГОРИТМЫ, РАБОЧИЕ ПРИМЕРЫ И ТЕМАТИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ

Джон Д. Келлехер
Брайан Мак-Нейми 

Аоифе д'Арси

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978-5-6040044-9-4 
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Алгоритмы:
построение и анализ
3-e издание

Фундаментальный труд известных 
специалистов в области информа-
тики достоин занять место на полке 
любого человека, чья деятельность 
так или иначе связана с вычисли-
тельной техникой и алгоритмами. 
Для профессионала эта книга может 
служить настольным справочником, 
для преподавателя — пособием для 
подготовки к лекциям и источни-
ком интересных нетривиальных 
задач, для студентов и аспирантов — 
отличным учебником. 
Строгий математический анализ 
и обилие теорем сопровождаются 
большим количеством иллюстраций, 
элементарными рассуждениями и 
простыми приближенными оценка-
ми. Широта охвата материала и сте-
пень строгости его изложения дают 
основания считать эту книгу одной 
из лучших книг, посвященных раз-
работке и анализу алгоритмов.
Третье издание этого классического 
труда в большой степени доработа-
но. В нем появились новые главы, 
в том числе посвященные такой 
важной в последнее время теме, как 
многопоточные алгоритмы, а старые 
подверглись переработке, местами 
весьма существенной, когда уже 
имевшийся во втором издании мате-
риал излагается с иных позиций, чем 
ранее.
Данная книга будет не лишней как 
на столе студента и аспиранта, так 
и на рабочей полке практикующего 
программиста.

Томас Кормен,
Чарльз Лейзерсон, 

Рональд Ривест, 
Клиффорд Штайн

www.williamspublishing.com

в продажеISBN 978-5-8459-2016-4 
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