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Ïðåäèñëîâèå

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ðàçâ¼ðíóòûì èçëîæåíèåì ãî-
äîâîãî êóðñà ëåêöèé. ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, êîòîðûå àâòîð
÷èòàë ñòóäåíòàì âòîðîãî êóðñà ÔÎÏÔ è ÔÏÔÝ ÌÔÒÈ (ÃÓ). Ïðè
÷òåíèè ëåêöèé ïðåñëåäîâàëèñü äâå îñíîâíûå öåëè. Ïåðâàÿ � äàòü ñòó-
äåíòàì òàêèå çíàíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò èì ñâîáîäíî îðèåíòèðîâàòüñÿ
â êëàññè÷åñêèõ âîïðîñàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ðàìêàõ ñïå-
öèàëèçàöèè ¾Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòèêà è ôèçèêà¿ è çàëîæèòü ôóíäà-
ìåíò çíàíèé, ïîçâîëÿþùèé èì â áóäóùåì óñïåøíî ðåøàòü ðàçëè÷íûå
çàäà÷è, âîçíèêàþùèå íà ïðàêòèêå. Ôóíäàìåíòàëüíûå çíàíèÿ îñíîâ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óñïåø-
íîãî ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Âòîðàÿ öåëü � îáó÷èòü ñòóäåíòîâ
ñîâðåìåííûì ìåòîäàì, êîòîðûå ó÷åíûå âûðàáîòàëè äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Ýòè ìåòîäû ñâÿçàíû ñ òåîðèåé îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, òåîðèåé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ,
ñ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîìî-
ùüþ ñïåöôóíêöèé è ðàçâ¼ðíóòûì èçëîæåíèåì òåîðåì ïðîäîëæåíèÿ
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ïîñîáèè ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ, êî-
òîðûå ïîìîãàþò ïî ñóùåñòâó ðàçîáðàòüñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ òîíêîñòÿõ,
ïðèñóùèõ êóðñó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñëåäíèé èçëàãàåò-
ñÿ ïîäðîáíî, ïðîñòî è äîñòóïíî äëÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà. Âñå ïðè-
âåäåííûå óòâåðæäåíèÿ äàíû ñ äîêàçàòåëüñòâàìè. Ñîäåðæàíèå ïîñîáèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ãîñóäàðñòâåííîìó ñòàðäàðòó è ïðîãðàììå äèñöèïëèíû
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿.

Ïîñîáèå îõâàòûâàåò âñå îñíîâíûå ðàçäåëû òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, òðàäèöèîííî âêëþ÷àåìûå â óíèâåðñèòåòñêèå êóð-
ñû. Ïðåäñòàâëåíû ôóíäàìåíòàëüíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, îòíî-
ñÿùèåñÿ ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì äèô-
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ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ, à òàêæå
äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâîäíîé. Äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ. Èçëîæåíû ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óðàâíåíèé
è ñèñòåì. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî àâòîíîìíûì ñèñòåìàì, ñâîé-
ñòâàì èõ ðåøåíèé, ðåçóëüòàòàì, îòíîñÿùèìñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé-
÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è ïîâåäåíèþ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ïåð-
âûì èíòåãðàëàì. Ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à Êîøè äëÿ òàêèõ óðàâ-
íåíèé. Èçëîæåíû îñíîâû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ÷èòàòåëè íàéäóò êíèãè, â êîòîðûõ çàòðîíó-
òûå â ïîñîáèè òåìû ðàñêðûòû ïî-èíîìó èëè áîëåå ïîëíûì îáðàçîì.
Áîëüøàÿ ÷àñòü èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ó÷åáíèêàìè, êîòîðûå äîñòóïíû äëÿ
âñåõ.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîèõ áûâøèõ ñòóäåíòîâ 21 ãðóïïû ÔÎÏÔ,
à èìåííî: Àëåêñåÿ Ñëåïöîâà, Âàñèëèÿ Àëüáó è Ô¼äîðà Ïîïîâà, êîòî-
ðûå ïîìîãëè ïåðåâåñòè ëåêöèè â ýëåêòðîííûé âèä. Àâòîð òàêæå áëà-
ãîäàðåí ïðîôåññîðó ÌÔÒÈ Â.È. Çóáîâó, äîöåíòàì ÌÔÒÈ Ñ.Â.Ñâèð-
ùåâñêîìó è È.È.Áîãäàíîâó, à òàêæå äîöåíòó ÂØÝ È.Â.Ðîìàíîâó
çà öåííûå ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ.
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ

1.1. Îáîçíà÷åíèÿ, îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå âñå ïåðåìåííûå è ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ âåùå-
ñòâåííûìè. Ñëåäóþùèå ñâÿçíûå ìíîæåñòâà (a, b) = {t : a < t < b};
[a, b) = {t : a ≤ t < b}, ... áóäåì íàçûâàòü ïðîìåæóòêàìè è îáîçíà÷àòü
ëèáî J , ëèáî < a, b >. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ïðîìå-
æóòêå J , îáîçíà÷èì C(J). Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èìåþùèõ k íåïðåðûâ-
íûõ ïðîèçâîäíûõ íà J , îáîçíà÷èì Ck(J). ×åðåç Ω ⊆ R2

t,x îáîçíà÷èì
îáëàñòü. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(t, x), íåïðåðûâíûõ â îáëàñòè Ω, îáî-
çíà÷èì C(Ω). Ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(t, x) â îáëàñòè Ω, äëÿ êîòîðûõ
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû, îáî-
çíà÷èì Ck(Ω). Îêîí÷àíèå çàìå÷àíèé è ïðèìåðîâ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
ñèìâîëîì ♦.

Ïóñòü ôóíêöèÿ F (t, x, p) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îáëàñòè G ⊆
⊆ R3.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Óðàâíåíèå

F (t, x, x′) = 0, (1.1)

ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à x′(t) �
å¼ ïðîèçâîäíàÿ, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî
ïîðÿäêà, íåðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ôóíêöèÿ x = ϕ(t), îïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå
J , íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1), åñëè

1) ϕ(t) ∈ C1(J) (íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ);
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2) (t, ϕ(t), ϕ′(t)) ∈ G äëÿ ëþáîãî t ∈ J ;
3) F (t, ϕ(t), ϕ′(t)) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ J .

Îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîá-
ùàåòñÿ íà ñëó÷àé ëþáîãî ïðîìåæóòêà. Ïóñòü ìû èìååì íåêîòîðîå ðå-
øåíèå x = ϕ(t), t ∈ J , óðàâíåíèÿ (1.1). Ãðàôèê ýòîãî ðåøåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé (èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò
îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ).
×àñòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dx

dt
= f(t, x), Ω ⊆ R2. (1.2)

Óðàâíåíèå (1.2) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Íèæå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(t, x) ∈ C(Ω). Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (1.1) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2). Òàêèì îáðàçîì,
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.2) èìååò ðåøåíèå, åñëè ñóùåñòâóþò
ïðîìåæóòîê J è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t), îïðå-
äåë¼ííàÿ íà íåì, ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîé â óðàâíåíèå (1.2) ïîñëåäíåå
îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. Åñëè êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå çàäàíî íåÿâíî â
âèäå óðàâíåíèÿ Φ(t, x) = 0, òî ïîñëåäíåå íîñèò íàçâàíèå èíòåãðàëà

óðàâíåíèÿ.
Îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå âñåõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ (äàííîãî) è èçó÷åíèå ñâîéñòâ ýòèõ ðåøåíèé. Ïðîöåññ íàõîæäå-

íèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ åãî èíòåãðè-

ðîâàíèåì.

Èçó÷åíèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà÷í¼ì ñ óðàâíå-
íèÿ (1.2). Åìó ìîæíî äàòü ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò â êàæäîé òî÷êå (t, x) ∈ Ω èíòåãðàëüíîé êðèâîé
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé x′(t), êîòîðîå ðàâíî òàíãåíñó óãëà α, îáðàçî-
âàííîãî êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè
Ot. Åñëè â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω çàäàíî çíà÷åíèå íåêîòîðîé âåëè-
÷èíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî â íåé îïðåäåëåíî ïîëå ýòîé âåëè÷èíû. Òðè ÷èñëà
(t, x, x′) îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êàæäóþ
òî÷êó (t, x) â îáëàñòè Ω. Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
(1.2) çàäà¼ò â îáëàñòè Ω ïîëå íàïðàâëåíèé. Ïðîâåä¼ì â êàæäîé òî÷êå
ìàëåíüêèé îòðåçîê, óêàçûâàþøèé íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé. Òîãäà ñî-
âîêóïíîñòü îòðåçêîâ ýòèõ ïðÿìûõ äà¼ò ãåîìåòðè÷åñêóþ êàðòèíó ïîëÿ
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íàïðàâëåíèé â îáëàñòè Ω. Ôóíêöèÿ x(t) áóäåò ðåøåíèåì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà êàñàòåëüíàÿ â êàæäîé òî÷êå åå ãðàôèêà ñîâïàäàåò ñ
ïîëåì íàïðàâëåíèé â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êàæäîé èç êîòîðûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.2) îïðåäåëÿåò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå ñ
óãëîì α, íàçûâàåòñÿ èçîêëèíîé.

Çíàíèå èçîêëèí ÷àñòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó
ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (1.2). Èçîêëèíû çàäàþòñÿ
óðàâíåíèåì tgα = f(t, x).

Ïðèìåð 1.1.1. Ïîñòðîèòü ìåòîäîì èçîêëèí êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó
ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ, êîòîðîå íå èíòåãðèðóåòñÿ
â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ:

dx

dt
= t2 + x2, R2 = t2 + x2 ≥ 0,

R2 > 0− îêðóæíîñòü, R2 = 0− òî÷êà.♦

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ (1.2), êîãäà åãî ïðàâàÿ
÷àñòü íå çàâèñèò îò x:

dx

dt
= f(t), t ∈ J. (1.3)

Âñå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.3) îïèñûâàþòñÿ îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ôóíêöèé:

x(t) =

∫ t

t0

f(τ)dτ + C, C ∈ (−∞,∞), t0, t ∈ J, (1.4)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, èãðàþùàÿ ðîëü ïàðàìåòðà. Åñ-
ëè ìû õîòèì âûäåëèòü êàêîå-ëèáî ðåøåíèå, òî ìîæíî ïîòðåáîâàòü
x(t0) = x0. Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî
C = x0. Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòà-
ìè (t0, x0), ïðèíèìàåò âèä ϕ(t) =

∫ t
t0
f(t)dt+ x0. Ìû ïðèøëè ê îäíîìó

èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à èìåí-
íî: çàäà÷å Êîøè.
Çàäà÷à Êîøè. Ïóñòü (t0, x0) ∈ Ω. Íàéòè èíòåðâàë J , ñîäåðæàùèé
òî÷êó t0, è ðåøåíèå ϕ(t), t ∈ J , óðàâíåíèÿ (1.2), îïðåäåë¼ííîå íà í¼ì
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è óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(t0) = x0.
Çàäà÷à Êîøè îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dx

dt
= f(t, x), (t, x) ∈ Ω, x(t0) = x0, (t0, x0) ∈ Ω. (1.5)

×èñëà t0, x0 íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè. Çàäà÷ó Êîøè ÷àñòî
íàçûâàþò çàäà÷åé íà íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.5) ñóùåñòâóåò, åñëè ñó-
ùåñòâóåò èíòåðâàë J 3 t0 è ðåøåíèå x = ϕ(t) óðàâíåíèÿ (1.2), îïðåäå-
ëåííîå íà J , òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ x0 = ϕ(t0).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü f(t, x), ∂f(t,x)
∂x ∈ C(Ω). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè

(t0, x0) ∈ Ω ìîæíî óêàçàòü èíòåðâàë J = J(t0, x0) 3 t0, íà êîòîðîì

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = ϕ(t) óðàâíåíèÿ (1.2), óäîâëå-
òâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0 = ϕ(t0).

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèé, äàííûõ âûøå, òåîðåìó 1.1 êðàòêî ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè f(t, x), ∂f(t,x)

∂x ∈ C(Ω), òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè (1.5) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Òåîðåìó 1.1 ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â
ñèëó å¼ âàæíîñòè áóäåì íàçûâàòü oñíîâíîé.

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Òåîðåìà 1.1 íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Êîøè [5, 6, 7, 13]
è â îáùåì ñëó÷àå íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð.♦

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè f(t, x) îáåñïå÷èâàåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.5) (òåîðåìà Ïåàíî [2, 10]), à
òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ∂f(t,x)

∂x îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.5).♦

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.2) íà-
çûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) ìîæíî îïèñàòü ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèè ϕ(t, C) ïåðåìåííîãî t è ïàðàìåòðà C. Äàäèì ïîíÿòèå
îáùåãî ðåøåíèÿ è îáùåãî èíòåãðàëà â òîé ôîðìå, â êàêîé îíè èñïîëü-
çóþòñÿ îáû÷íî ïðè ðåøåíèè ñòóäåíòàìè çàäà÷ (ñì. òàêæå [5, 6]). Íèæå
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ïðè èõ îïðåäåëåíèè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îáëàñòè Ω âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ

x = ϕ(t, C) (1.6)

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) â îá-
ëàñòè D ⊆ Ω, åñëè

1) äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ Ñ ôóíêöèÿ ϕ(t, C) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ;

2) ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2), ãðàôèê êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷å-
ðåç îáëàñòü D, ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ϕ(t, C) ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðàìåòðà C.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì C = C0 ôóíêöèÿ x = ϕ(t, C0) îïðåäåëÿåò
÷àñòíîå ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà C, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò âñåì èíòåãðàëüíûì êðèâûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç îáëàñòü D,
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ (C)D. Ïîä ñëîâàìè ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C

ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð C ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå
èç ìíîæåñòâà (C)D. Òàêîå çíà÷åíèå C áóäåò íàçûâàòüñÿ äîïóñòèìûì.
Íèæå â ïðèìåðå 1.2.2 (ðàçäåë 1.2.2) óðàâíåíèå îïðåäåëåíî â Ω ≡ R2

è åãî ïðàâàÿ ÷àñòü � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.1.5 îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) â îáëàñòÿõ
x > 0 è x < 0 îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé x = −1/(t+ C). Íî îïèñàòü ñ
å¼ ïîìîùüþ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âî âñåé ïëîñêîñòè R2 ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 1.1.5 íåâîçìîæíî.

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Óðàâíåíèå

Φ(t, x, C) = 0 (1.7)

íàçûâàåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) â
îáëàñòè D ⊆ Ω, åñëè

1. äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ Ñ óðàâíåíèå (1.7) îïðåäåëÿåò
íåÿâíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2);

2. ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2), ãðàôèê êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷å-
ðåç îáëàñòü D, ìîæåò áûòü îïèñàíî íåÿâíî óðàâíåíèåì (1.7) ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïîñòîÿííîé C.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáùèé èíòåãðàë îïðåäåëÿåò â íåÿâíîì
âèäå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) â îáëàñòè D.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü â îáëàñòè Ω âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû

1.1. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ìîæíî óêàçàòü òàêóþ å¼

îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2) ìîæíî îïèñàòü

ñ ïîìîùüþ îáùåãî ðåøåíèÿ (1.6) (èëè c ïîìîùüþ îáùåãî èíòåãðàëà

âèäà ∆(t, x) = C ) [5, 10].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1 âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.2) ëîêàëüíî îïèñûâàþòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ôóíê-
öèé x = ϕ(t, C), C ∈ (C)D.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Ãîâîðÿò, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èí-
òåãðèðóåìî â êîíå÷íîì âèäå, åñëè âñå åãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è êâàäðàòóð ñ ïîìîùüþ êî-
íå÷íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé è ñóïåðïîçèöèé.

1.2. Ïðîñòåéøèå òèïû óðàâíåíèé è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ

Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1.2) ñ òà-
êèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâ-
íåíèå â êîíå÷íîì âèäå è äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.5) ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ
íà ôóíêöèþ f(t, x), ÷åì â òåîðåìå 1.1.

1.2.1. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Óðàâíåíèå (1.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

dx− f(t, x)dt = 0, (t, x) ∈ Ω (1.8)

Óðàâíåíèå (1.8) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â äèôôåðåíöèàëàõ. Â áîëåå
îáùåé ôîðìå åãî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (t, x)dt+Q(t, x)dx = 0, (t, x) ∈ Ω. (1.9)

Ôóíêöèè P (t, x), Q(t, x) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Ïåðåìåííûå t
è x âõîäÿò â óðàâíåíèå (1.9) ðàâíîïðàâíî. Ïîýòîìó åãî ðåøåíèå ìîæíî
èñêàòü ëèáî â âèäå x = ϕ(t), t ∈ J , ëèáî t = psi(x), x ∈ I. Â ïåðâîì
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ñëó÷àå èíòåãðèðóåòñÿ óðàâíåíèå dx
dt = −P (t,x)

Q(t,x) , Q(t, x) 6= 0, âî-âòîðîì

� óðàâíåíèå dt
dx = −Q(t,x)

P (t,x) , P (t, x) 6= 0.
Ôóíêöèÿ x = ϕ(t), t ∈ J íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.9), åñëè

P (t, ϕ(t)) +Q(t, ϕ(t))ϕ
′
(t) ≡ 0, t ∈ J. (1.10)

Àíàëîãè÷íî äëÿ t = ψ(x), x ∈ I.
Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.9) ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9), ãðàôèê êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
(t0, x0) ∈ Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Óðàâíåíèå (1.9) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîë-
íûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ U(t, x) ∈ C1(Ω) òà-
êàÿ, ÷òî

P (t, x)dt+Q(t, x)dx = dU(t, x), (t, x) ∈ Ω.

Èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè U(t, x) ñëåäóåò

P (t, x) =
∂U

∂t
, Q(t, x) =

∂U

∂x
. (1.11)

Òåîðåìà 1.3. Åñëè P,Q ∈ C(Ω), Q 6= 0 è óðàâíåíèå (1.9) ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, òî

1) ôóíêöèÿ ϕ(t), t ∈ J , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.9) â
ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

òîæäåñòâî

U(t, ϕ(t)) ≡ C, t ∈ J ;

2) ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó îáëàñòè Ω ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòå-

ãðàëüíàÿ êðèâàÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I 1) Ïóñòü ϕ(t), t ∈ J , � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Òîãäà èç ôîðìóë (1.10) è (1.11) ñëå-
äóåò

∂U

∂t
(t, ϕ(t))dt+

∂U

∂x
(t, ϕ(t))dϕ(t) = 0⇒ U(t, ϕ(t)) = C, t ∈ J.

Îáðàòíî. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ x = ϕ(t), t ∈ J , îïðåäåëÿåìàÿ íåÿâíî óðàâ-
íåíèåì U(t, x) = C, ãäå C � äîïóñòèìàÿ ïîñòîÿííàÿ, áóäåò òàêæå ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (1.10). Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî
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U(t, ϕ(t)) ≡ C, t ∈ J , ïî t, ïîëó÷èì

∂U
∂t dt+ ∂U

∂x dϕ(t) ≡ 0⇒ P (t, ϕ(t))dt+Q(t, ϕ(t))dϕ(t) ≡ 0⇒
⇒ P (t, ϕ(t)) +Q(t, ϕ(t))ϕ

′
(t) ≡ 0, t ∈ J ;

2) Äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω èìååì U(t0, x0) = C. Òàê êàê
Q(t0, x0) = ∂U

∂x (t0, x0) 6= 0, òî èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè ñëåäó-
åò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (t0, x0) óðàâíåíèå U(t, x) =

= U(t0, x0) çàäà¼ò åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè
x = ϕ(t), t ∈ J, ϕ(t0) = x0. Îíà, î÷åâèäíî, áóäåò ðåøåíèåì çàäà-
÷è Êîøè (1.5). Çäåñü óðàâíåíèå U(t, x) = C, t ∈ J ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì
îáùåãî èíòåãðàëà, îïðåäåë¼ííîãî âûøå. Ïîñòîÿííàÿ C ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {U(t0, x0) : (t0, x0) ∈ Ω}, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì å¼ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé. Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x = ϕ(t), t ∈ J ,
ïîñòîÿííàÿ C ñâîÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå x = ϕ(t), t ∈ J , ïðèíèìàþùåå çàäàí-
íîå çíà÷åíèå x0 = ϕ(t0), (x0, t0) ∈ Ω, íàõîäèòñÿ èç îáùåãî èíòåãðàëà
U(t, x) = U(t0, x0). Åñëè Q(t0, x0) = 0, à ∂U

∂t (t0, x0) = P (t0, x0) 6= 0,
òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9), ãðàôèê êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
(t0, x0), áóäåò èìåòü âèä t = ψ(x), x ∈ I. Èñêëþ÷åíèåì â ñìûñëå òåî-
ðåìû 1.1 ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñëóæàò òî÷êè (t0, x0), äëÿ
êîòîðûõ îäíîâðåìåííî P (t0, x0) = Q(t0, x0) = 0. Åñëè ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (t0, x0), â êîòîðîé P 2(t, x)+Q2(t, x) > 0, òî òî÷-
êà (t0, x0) íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî äëÿ èçîëèðîâàííîé íåîñîáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Ω ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ëèáî
â âèäå x = ϕ(t), ëèáî â âèäå t = ψ(x). �

Òåîðåìà 1.4. (Ïðèçíàê óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ).
Åñëè P,Q, ∂P∂x ,

∂Q
∂t ∈ C(Ω) è îáëàñòü Ω îäíîñâÿçíàÿ, òî óðàâíåíèå (1.9)

áóäåò óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â îáëàñòè Ω âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂P

∂x
=
∂Q

∂t
. (1.12)

Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, âûðàæåííîå ÷åðåç ôóíê-
öèè P (t, x) è Q(t, x), ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå îáùåãî èíòåãðàëà, êàê
ïîêàçûâàåò ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü â îáëàñòè Ω = (a1, a2) × (b1, b2) âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4, óðàâíåíèå (1.9) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ

äèôôåðåíöèàëàõ è Q(t, x) 6= 0. Òîãäà ôóíêöèþ U(t, x) äëÿ ëþáîé òî÷êè

(t0, x0) ∈ Ω ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(t, x) =

t∫
t0

P (τ, x)dτ +

x∫
x0

Q(t0, z)dz, (t, x) ∈ Ω. (1.13)

Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.5) åäèíñòâåííî è â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè (t0, x0) ïðåäñòàâèìî â âèäå x = ϕ(t), t ∈ J .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (1.11) èìååì

∂U

∂t
= P (t, x).

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî t, ñ÷èòàÿ x ïîñòîÿííûì:

U(t, x) =

t∫
t0

P (τ, x)dτ + φ(x).

Ôóíêöèÿ φ(x) çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé.
Äèôôåðåíöèðóÿ íàéäåííóþ ôóíêöèþ U(t, x) ïî x è èñïîëüçóÿ (1.11)
è (1.12), ïîëó÷èì

Q(t, x) =
∂U

∂x
=

t∫
t0

∂P

∂x
dt+ φ′(x) =

t∫
t0

∂Q

∂t
dt+ φ′(x) =

= Q(t, x)−Q(t0, x) + φ′(x).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îäíèì èç çíà÷åíèé ôóíêöèè φ(x) áóäåò

φ(x) =

x∫
x0

Q(t0, z)dz.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1.13). Òàê êàê Q(t0, x0) 6= 0, òî èç
òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè. �
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Çàìå÷àíèå 1.2.1. Åñëè Q(t0, x0) = 0, à P (t0, x0) 6= 0, òî ôóíêöèþ
U(t, x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå U(t, x) =

∫ t
t0
P (τ, x0)dτ+

∫ x
x0
Q(t, z)dz.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9), ãðàôèê
êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ∈ Ω, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå t = ψ(x), x ∈ I.♦

Åñëè ôóíêöèÿ Q(t, x) 6= 0, (t, x) ∈ Ω, òî îáëàñòü Ω áóäåò îáëàñòüþ
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

1.2.2. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1.9), â êîòîðîì P (t, x) = T1(t)X1(x), Q(t, x) =

= T2(t)X2(x):

T1(t)X1(x)dt+ T2(t)X2(x)dx = 0, (t, x) ∈ Ω. (1.14)

Îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè â ñèì-
ìåòðè÷íîé ôîðìå.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = {(t, x) : a1 < t < a2, b1 < x < b2} è ôóíê-
öèè P (t, x), Q(t, x) íåïðåðûâàíû â íåé. Oáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî:
S = {(t, x) ∈ Ω : T2(t)X1(x) = 0}, à ÷åðåç D = {(t, x) : c1 < t < c2,

d1 < x < d2} � ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
Ω\S.

Ðàçäåëèì óðàâíåíèå (1.14) íà T2(t)X1(x). Â ðåçóëüòàòå â îáëàñòè
D ïîëó÷èì óðàâíåíèå

T1(t)

T2(t)
dt+

X2(x)

X1(x)
dx = 0, (1.15)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåë¼ííûìè ïåðåìåííûìè. Åãî êî-
ýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4. Ôóíêöèÿ (1.13) è
îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (1.15) ïðèíèìàþò âèä

U(t, x) =

t∫
t0

T1(t)

T2(t)
dt+

x∫
x0

X2(x)

X1(x)
dx⇒

t∫
t0

T1(t)

T2(t)
dt+

x∫
x0

X2(x)

X1(x)
dx = Ñ.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóììà ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèé
T1

T2
è X2

X1
, ïðèðàâíåííàÿ ê äîïóñòèìîé ïîñòîÿííîé C, îïðåäåëÿåò îáùèé

èíòåãðàë. Åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫
T1(t)

T2(t)
dt+

∫
X2(x)

X1(x)
dx = Ñ. (1.16)
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Çàìåòèì, ÷òî îòðåçêè ïðÿìûõ x = const, t = const, ïðèíàäëåæàùèe
ìíîæåñòâó S, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.14).

Åñëè T2(t)X2(x) 6= 0, òî óðàâíåíèå (1.16) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(óðàâíåíèÿ ðàçðåø¼ííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé):

dx

dt
= −T1(t)X1(x)

T2(t)X2(x)
= f(t)g(x). (1.17)

Ïðèìåð 1.2.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè â ôîðìå (1.17):

dx

dt
= |x| 23 , (t, x) ∈ R2. (1.18)

Ðåøåíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî x(t) = 0, t ∈ R, � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.18). Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = 0, t0 ∈ R,
ñóùåñòâóåò (òåîðåìà Ïåàíî). Îäíàêî îíà íå äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè
x = 0 ôóíêöèÿ, ïîýòîìó åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íå ãà-
ðàíòèðóåòñÿ.

1. Ïóñòü x > 0. Òîãäà x =
(
t+A

3

)3
, t+A > 0, A ∈ R;

2. Åñëè x < 0, òî x =
(
t+B

3

)3
, t+B < 0, B ∈ R.

Åñëè A = B, òî ôóíêöèÿ x = ( t+A3 )3 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(1.18) â R2.

Åñëè A 6= B, òî äëÿ ëþáûõ t1 < t2 èìåþòñÿ òàêæå ðåøåíèÿ âèäà

x(t) =


(
t−t1

3

)3
, t < t1,

0, t ∈ [t1, t2],(
t−t2

3

)3
, t > t2,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîñòàâíûìè èëè êîìïîçèöèîííûìè. Òàêèì îáðà-
çîì, èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ (1.18) áóäóò âñå äèôôåðåí-
öèðóåìûå êðèâûå, ñîñòàâëåííûå èç ãðàôèêîâ ðåøåíèé, îïèñàííûõ â
ïóíêòàõ 1), 2), è ðåøåíèÿ x(t) = 0, t ∈ R.♦

×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (t0, x0) ∈ R2 âî âñåé ïëîñêîñòè ïðîõî-
äèò áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîíòèíóóì) èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, êàñàþùèõñÿ
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îñè Ot. Ëîêàëüíî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó (t0, x0) ∈ R2, x0 6= 0, ïðîõîäèò
îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïîòîìó, ÷òî ðå-
øåíèå x(t) = 0, t ∈ R, ÿâëÿåòñÿ îñîáûì (ðèñ. 1.1).

Ðèñ. 1.1. Ïðèìåð îñîáîãî ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ðåøåíèå ϕ(t), t ∈ J äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (1.2)(òàêæå êàê è óðàâíåíèÿ (1.1)) íàçûâàåòñÿ îñîáûì, åñëè â
ëþáîé îêðåñòíîñòè êàæäîé åãî òî÷êè (t0, ϕ(t0)), t0 ∈ J ïðîõîäèò äðó-
ãàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, èìåþùàÿ ñ íèì â ýòîé òî÷êå îáùóþ êàñà-
òåëüíóþ.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðå-
øåíèå ϕ(t), t ∈ J , íàçûâàåòñÿ îñîáûì, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè êàæ-
äîé åãî òî÷êè íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Åñëè ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ïðîõîäÿò äâå èëè áîëåå èíòåãðàëüíûå
êðèâûå óðàâíåíèÿ (1.2), òî îíà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ïåàíî äëÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîé òî÷êå èìååò ìåñòî ÿâëåíèå Ïåàíî.
Âñå òî÷êè îñè Ot ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè Ïåàíî óðàâíåíèÿ (1.18).

Ïðèìåð 1.2.2. Ðàññìîòðèì åù¼ îäíî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè â ôîðìå (1.17), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé:

dx

dt
= x2, (t, x) ∈ R2. (1.19)
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) = 0, t ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì. Ïóñòü x 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (1.19) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

dx

x2
= dt.

Ôóíêöèÿ x = −1/(t+ C) áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, ãäå C � ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âîïðîñ: â êàêèõ îáëàñòÿõ ôóíêöèÿ x = −1/(t+ C)

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì? Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà 1.1
íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ (1.19) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé â R2,
ëþáîå åãî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè ñòðåìëåíèè t ê íåêîòîðîìó êî-
íå÷íîìó çíà÷åíèþ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ. 1.2).

Ðèñ. 1.2. dxdt = x2

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.5 ôóíêöèÿ x = −1/(t+ C) ÿâëÿåòñÿ
îáùèì ðåøåíèåì ëèáî â îáëàñòè x > 0, ëèáî â îáëàñòè x < 0.♦

1.2.3. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà
dx

dt
= f

(x
t

)
, t 6= 0, (1.20)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èí-
òåðâàëå I = (a, b). Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó x(t) = tz(t), ãäå z(t) � íîâàÿ
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå I,
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òî ôóíêöèÿ f
(x
t

)
áóäåò îïðåäåëåíà ïðè a <

x

t
< b, òî åñòü â îáëàñòÿõ

Ω1 è Ω2. Îíè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.3 â ïðåäïîëîæåíèè a < 0 è b > 0.
Îáîçíà÷èì Ω = Ω1 ∪ Ω2. Ìíîæåñòâî Ω íå ñäåðæèò òî÷êó (0, 0).

Ðèñ. 1.3. Îáëàñòè Ω1 è Ω2

Òåîðåìà 1.6. Åñëè f(z) ∈ C(I), f(z) 6= z, z ∈ I, òî ÷åðåç êàæäóþ

òî÷êó (t0, x0) ∈ Ω ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

óðàâíåíèÿ (1.20).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïîëîæèì x(t) = tz(t). Òîãäà óðàâíåíèå

(1.20) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàåò âèä: z + t
dz

dt
= f(z)⇒ dz

dt
=

=
f(z)− z

t
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïå-

ðåìåííûìè, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1.5. Åñëè f(z)− z 6= 0,
òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.20) áóäóò îïèñûâàòüñÿ îáùèì èíòåãðàëîì∫

dz

f(z)− z
= ln|t|+ C.

Ïóñòü òåïåðü ïðè íåêîòîðîì z = z0, f(z0) = z0. Òîãäà ôóíêöèè x =

= z0t, t < 0 è x = z0t, t > 0 áóäóò ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.20)
â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2. Ïðè ýòîì îíè ìîãóò áûòü êàê îñîáûìè, òàê è
÷àñòíûìè. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå, ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

dx

dt
= 2

√
x

t
, t > 0,

ðåøåíèÿìè êîòîðîãî áóäóò ôóíêöèè: x1(t) = 4(
√
t− C)2, t ≥ C2, C >

> 0; x = 0; x = 4t, t > 0. Ðåøåíèå x = 0, t > 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì,
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à ðåøåíèå x = 4t, t > 0 � ÷àñòíûì. Ïðè ýòîì x1(t) < 4t, t > 0, åñëè
C > 0. Åñëè æå C < 0, òî x1(t) > 4t, t > 0. �

Óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ P (t, x)dt+Q(t, x)dx = 0 áóäåò îäíî-
ðîäíûì, åñëè P è Q � îäíîðîäíûå ôóíêöèè îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà.
Îíî ïîäñòàíîâêîé x = tz(t) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùè-
ìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ ïðèâîäèòñÿ è óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî
âèäà, à èìåííî:

dx

dt
= f

(
αt+ βx+ γ

at+ bx+ c

)
. (1.21)

Åñëè αb− aβ 6= 0, òî ïðîèçâåä¼ì çàìåíó ïåðåìåííûõ:{
t = τ + t0,

x = y + x0.

Îïðåäåëèì t0 è x0, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
αt0 + βx0 + γ = 0,

at0 + bx0 + c = 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íûõ y è τ . Ïóñòü òåïåðü αb − aβ = 0, β 6= 0, òîãäà ïîäñòàíîâêà y =

= αt+ βx ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1.21) ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè.

1.2.4. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

x′(t) + p(t)x = q(t), t ∈ J, (1.22)

íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p(t), q(t) ∈ C(J), ãäå J � íåêîòîðûé ïðî-
ìåæóòîê. Åñëè q ≡ 0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíûì. ×åðåç ΩÏ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê:
ΩÏ = {(t, x) : t ∈ J, |x| <∞}.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü p(t), q(t) ∈ C(J). Òîãäà ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó

(t0, x0) ∈ ΩÏ ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, îïðåäå-

ë¼ííàÿ íà âñåì ïðîìåæóòêå J.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

x′(t) + p(t)x(t) = 0, t ∈ J.

Âñå åãî ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

xîä(t) = C̃e
−

∫ t
t0
p(τ)dτ

, t0, t ∈ J,

ãäå C̃ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Çàäàíèå: ïîëó÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíî ôîðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ îä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.22) ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòî-

ÿííîé Ëàãðàíæà. Áóäåì èñêàòü åãî â âèäå

x(t) = C(t)e
−

∫ t
t0
p(τ)dτ

, (1.23)

ãäå íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ C(t) ∈ C1(J). Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ x(t),

t ∈ J (1.23) â óðàâíåíèå (1.22), äëÿ îïðåäåëåíèÿ C(t) ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå:
dC

dt
= q(t)e

∫ t
t0
p(τ)dτ . Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî äà¼ò

C(t) =

∫ t

t0

q(ω)e
∫ ω
t0
p(τ)dτ

dω +D, D ∈ R.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå C(t) â (1.23), ïîëó÷èì îáùåå ðå-
øåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.22):

x(t) = D exp

(
−
∫ t

t0

p(τ)dτ

)
+ exp

(
−
∫ t

t0

p(τ)dτ

)∫ t

t0

q(ω)e
∫ t
t0
p(τ)dτ

dω.

(1.24)
Îáùåå ðåøåíèå (1.24) ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, ïåðâîå èç êîòî-

ðûõ ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à
âòîðîå � ÷àñòíûì ðåøåíèåì ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Èç
ýòîé ôîðìóëû ëåãêî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.5). Èç íà÷àëü-
íîãî óñëîâèÿ (1.5) íàõîäèì D = x0. Â ðåçóëüòàòå èìååì

x(t) =

(
x0 +

∫ t

t0

q(ω)e
∫ t
t0
p(τ)dτ

dω

)
exp

(
−
∫ t

t0

p(τ)dτ

)
. (1.25)

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.5). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà å¼ ðåøåíèÿ: x1(t) è x2(t). Ñîñòàâèì ðàçíîñòü
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X = x1−x2. ÔóíêöèÿX(t) óäîâëåòâîðÿåò óæå îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
ñ îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

dx1

dt
+ px1 = q,

dx2

dt
+ px2 = q

⇒ dX

dt
= −pX ⇒ X = C exp

(
−
∫ t

t0

p(τ)dτ

)
,

X(t0) = x1(t0)−x2(t0) = 0⇒ C = 0⇒ X(t) ≡ 0, t ∈ J ⇒ x1 ≡ x2, t ∈ J.

�

Çàìå÷àíèå 1.2.2. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî (t0, x0) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷-
êà. Ôîðìóëà (1.25) ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(1.5) îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Å¼ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: x = φ(t; t0, x0).
Ôóíêöèÿ x = φ(t; t0, x0) íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì â ôîðìå Êîøè.♦

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîæíî óñòàíîâèòü òàêóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó
t0, x0 è íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì τ :

t0 = t0(τ), x0 = x0(τ),

÷òî ïðè èçìåíåíèè τ òî÷êà (t0, x0) ïðîáåãàåò âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå
è ïðè ýòîì ðàçíûì çíà÷åíèÿì τ ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå êðèâûå. Òîãäà
îáùåå ðåøåíèå â ôîðìå Êîøè x = φ(t; t0, x0) ïðåâðàùàåòñÿ â îáùåå ðå-
øåíèå x = φ(t; t0(τ), x0(τ)) = ϕ(t; τ). Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì çàìå÷àíèåì
è ïîñòðîèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò îïèñûâàòü âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.19) âî âñåé ïëîñêîñòè R2. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì x0 = τ è t0 = −τ . Òî-
ãäà îáùåå ðåøåíèå áóäåò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò îäíîãî
ïàðàìåòðà τ :

x = − τ

τ(t+ τ)− 1
, τ ∈ (−∞,+∞).

Íàïðèìåð, åñëè çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå x0 è ïîëîæèòü t0 = τ ,
òî âåëè÷èíà t0 èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà èëè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.
Íèæå ýòî çàìå÷àíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè èññëåäîâàíèè ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.

Âîïðîñ: ìîæåò ëè ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.22)
êàñàòüñÿ èëè ïåðåñåêàòü îñü x = 0?

26



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

1.2.5. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Îïðåäåëåíèå 1.2.4. Óðàâíåíèå âèäà

x′ + p(t)x = q(t)xn, n 6= 0, 1; t ∈ J, (1.26)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî q(t), p(t) ∈
∈ C(J).
Óðàâíåíèå Áåðíóëëè âñåãäà èíòåãðèðóåòñÿ â êîíå÷íîì âèäå. Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà xn, ñ÷èòàÿ x 6= 0. Òîãäà

x′

xn
+

p(t)

xn−1
= q(t).

Åñëè ïðîèçâåñòè ïîäñòàíîâêó z = x1−n, òî â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ z(t) ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

z′(t) + (1− n)p(t)z = (1− n)q(t).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.24) îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèå èìååò
âèä

x1−n = CA(t) +B(t),

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè n > 0, òî ïðè äåëåíèè íà
xn ìû ìîãëè ïîòåðÿòü íóëåâîå ðåøåíèå. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî
x(t) = 0, t ∈ J , � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè.

Ðåøèì òåïåðü óðàâíåíèå Áåðíóëëè îäíîèì¼ííûì ìåòîäîì. Ïðîèç-
âåä¼ì ïîäñòàíîâêó x(t) = u(t)v(t), ãäå u(t) è v(t) � íåèçâåñòíûå íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

vu′ + u(v′ + p(t)v) = q(t)vnun. (1.27)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè v(t) ïîëîæèì

v′(t) + p(t)v(t) = 0.

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé (1.23)
c ïîñòîÿííîé C 6= 0. Ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ñàìîå ïðîñòîå (íàïðèìåð,
ïîñòîÿííàÿ C ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå). Óðàâíåíèå (1.27) ñòàíîâèò-
ñÿ óðàíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
u(t).
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1.2.6. Óðàâíåíèå Ðèêêàòè

Îïðåäåëåíèå 1.2.5. Óðàâíåíèå âèäà

x′(t) + p(t)x(t) = q(t)x2 + f(t), t ∈ J,

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ðèêêàòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p(t), q(t), f(t) ∈
∈ C(J).

Óðàâíåíèå Ðèêêàòè â îáùåì ñëó÷àå íå èíòåãðèðóåòñÿ. Åñëè èç-
âåñòíî êàêîå-ëèáî åãî ðåøåíèå x1(t), òî ïðîèçâåäÿ ïîäñòàíîâêó

y(t) = x(t)− x1(t),

ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áåðíóëëè.

Ïðèìåð 1.2.3. Ðåøèòü óðàâíåíèå Ðèêêàòè ([8], �3, 94)

t2x′ − 5tx+ t2x2 + 8 = 0, t > 0. (P)

Ðåøåíèå. Èç îñíîâíîé òåîðåìû (òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t > 0 ÷åðåç êàæ-
äóþ òî÷êó ïîëóïëîñêîñòè t > 0 ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ. Íàéäåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Áóäåì èñêàòü
èõ â âèäå φ(t) = A

t . ×òîáû íàéòè çíà÷åíèÿ A, ïîäñòàâèì ôóíêöèþ
φ(t) = A

t â óðàâíåíèå (P):

−A− 5A+A2 + 8 = 0⇒ A2 − 6A+ 8 = 0⇒ A1 = 2, A2 = 4.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ, à èìåííî φ1 = 4
t è

φ2 = 2
t . Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè â âèäå

x(t) =
4

t
+ u(t).

Ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèå (P ), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u(t) ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå Áåðíóëëè:

u′ +
3

t
u+ u2 = 0.

Ïðîèçâåä¼ì ïîäñòàíîâêó ω = 1
u . Ôóíêöèÿ ω(t) óäîâëåòâîðÿåò ëèíåé-

íîìó óðàâíåíèþ, èíòåãðèðóÿ êîòîðîå íàéä¼ì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Ð):

ω′ − 3
tω = 1⇒ ω = D1t

3 − t
2 ⇒ u = 2

t(2D1t2−1) ⇒
⇒ x(t) = 4

t + 2
t(2D1t2−1) .
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Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Ð) ïðè t > 0 îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè[
φ1 = 4

t ,

x(t) = 4
t + 2

t(2D1t2−1) .

Êàðòèíà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (Ð) ïðè t > 0 ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 1.4.

Ðèñ. 1.4. x(t) = 4
t + 2

t(2D1t2−1)

Ôóíêöèÿ x(t) = 4
t + 2

t(2D1t2−1) , D1 ∈ (−∞, 0], ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðå-
øåíèåì â îáëàñòè Ω1 = {(t, x) : 2 < xt < 4, t > 0}. Ïî çàäàííîé òî÷êå
(t0, x0) â ïîëóïëîñêîñòè t > 0 ïîñòîÿííàÿ D1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

D1 =
x0t0 − 2

2t0
2(x0t0 − 4)

.

Åñëè èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè â âèäå

x(t) =
2

t
+ v(t),

òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (Ð) ïðè t > 0 áóäóò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèÿìè[
φ2 = 2

t , t > 0,

x(t) = 2
t + 2t

t2+D2
.

ÏðèD2 = 0 ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå φ1 = 4
t , à ïðèD2 =∞ � φ2. Åñëè ïðî-

èçâåñòè çàìåíó D1 = −1
2D2

, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé x1(t)∪φ1(t) ïåðåéä¼ò
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âî ìíîæåñòâî ðåøåíèé x2(t) ∪ φ2(t). Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ðèêêàòè â ôîðìå Êîøè, ïîëîæèâ x0 = 1, t0 = τ > 0. Â ðåçóëüòàòå ïðè
τ ∈ (2, 4) ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ðèêêàòè â îáëàñòè Ω1 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà τ :

x =
2

t
+

2(τ − 2)t

(τ − 2)t2 + τ2(4− τ)
.

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 1.1.5
îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè Ω1.

Âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå âñå ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè â îáëàñòÿõ Ω2 è Ω3? ♦

1.2.7. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

Åñëè ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.9) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåí-
öèàëîì, òî âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ, ïðè
óìíîæåíèè íà êîòîðóþ óðàâíåíèå (1.9) ñòàíåò óðàâíåíèåì â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ?

Îïðåäåëåíèå 1.2.6. Ôóíêöèÿ µ(t, x) ∈ C(Ω), µ(t, x) 6= 0, íàçûâàåòñÿ
èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì óðàâíåíèÿ (1.9), åñëè ïðè óìíîæåíèè íà
íåå ïîñëåäíåå ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ U ∈ C1(Ω), (t, x) ∈ Ω òàêàÿ,
÷òî µ(Pdt+Qdx) = dU :

µ(Pdt+Qdx) = dU, U ∈ C1(Ω), (t, x) ∈ Ω.

Åñëè µ(t, x) ∈ C1(Ω), à ôóíêöèè µP, µQ è îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4, òî

∂(µP )

∂x
=
∂(µQ)

∂t
, (t, x) ∈ Ω.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Q
∂µ

∂t
− P ∂µ

∂x
= µ

(∂P
∂x
− ∂Q

∂t

)
, (t, x) ∈ Ω. (1.28)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ µ(t, x) ìû ïîëó÷è-
ëè óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åãî ðåøåíèå
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ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.9).
Îäíàêî íàì òðåáóþòñÿ íå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.28), à òîëüêî îäíî.
Íà ïðàêòèêå èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ÷àñòî èùóò ëèáî êàê ôóíê-
öèþ òîëüêî îò t, ëèáî îò x. Îñòàíîâèìñÿ íà ïåðâîì ñëó÷àå. Ïóñòü
µ = µ(t)⇒ ∂µ

∂x = 0. Èç óðàâíåíèÿ (1.28) ïîëó÷àåì

dµ

dt
= µ

∂P
∂x −

∂Q
∂t

Q
,⇒ dµ

µ
=

∂P
∂x −

∂Q
∂t

Q
dt, (t, x) ∈ Ω.

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé

îò t, ò.å.
∂P
∂x−

∂Q
∂t

Q = ω(t), òî ìû ïîëó÷èì µ = Ce
∫
ω(t)dt.

Êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà, äîêàçàííàÿ íèæå, ÷èñëî èíòåãðèðóþùèõ
ìíîæèòåëåé äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî.

Òåîðåìà 1.8. Åñëè µ(t, x) � èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü óðàâíåíèÿ

(1.9), ò.å. µ(Pdt+Qdx) = dU , òî èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì áó-

äåò ôóíêöèÿ µφ(U), ãäå φ � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷-

íàÿ îò íóëÿ.

B Èìååì φ(U)µ(Pdt + Qdx) = φ(U)dU = F
′
(U)dU = dF (U). Â êà-

÷åñòâå ôóíêöèè F (U) ìîæíî âçÿòü F (U) =
∫
φ(U)dU . Ñëåäîâàòåëüíî,

µ1 = φ(U)µ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì óðàâíåíèÿ
(1.9). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà îïèñûâàåò âñ¼ ìíî-
æåñòâî èíòåãðèðóþùèõ ìíîæèòåëåé óðàâíåíèÿ (1.9) [9].

Òåîðåìà 1.8 íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîé. Ïîêàæåì
ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1.2.4. Ðåøèòü óðàâíåíèå

x3dt+ (e−2t − x2)dx = 0, x > 0.

Â ñèëó òåîðåìû 1.8 ôóíêöèÿ φ(t−lnx)
x3 áóäåò èíòåãðèðóþùèì ìíî-

æèòåëåì óðàâíåíèÿ x3dt− x2dx = 0. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ óðàâíå-
íèå íà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, ïîëó÷èì φ(t−lnx)

x3 (x3dt− x2dx) =

= φ(t− lnx)(dt− dx
x ) = φ(t− lnx)d(t− lnx). Ôóíêöèÿ ψ(x)e2t áóäåò èíòå-

ãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì óðàâíåíèÿ e−2tdx = 0. Ïîäáåðåì ôóíêöèè φ
è ψ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû φ(t−lnx)

x2 ≡ e2tψ(x) = µ(t, x). Ïîëîæèì x = 1.
Òîãäà ïîëó÷èì

φ(t) = Ce2t, C = ψ(1) 6= 0 ⇒ φ(t− lnx) = Ce2(t−lnx) = Cx−2e2t ⇒

⇒ µ(t, x) = C
e2t

x−5
=⇒ 2e2t

x2
− 1

x4
= C.♦
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Ëèíåéíîå óðàâíåíèå (1.22), êàê íåòðóäíî âèäåòü èç ïóíêòà 1.2.4
(Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ), èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

µ = exp

(
−
∫ t

t0

p(τ)dτ

)
.

Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè (1.14), êàê ñëåäóåò èç
ïóíêòà 1.2.2 (Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè), èìååò èí-
òåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü 1

T2(t)X1(x) .
Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò ñëåäóþùèé: åñëè óðàâíåíèå â äèô-

ôåðåíöèàëàõ (1.9) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ñ ïîêàçàòåëåì îäíîðîäíîñòè
m, òî îíî èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ = 1

tP+xQ . Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðîèçâåäÿ ïîäñòàíîâêó x = tu(t), íàõîäèì

P (t, tu)dt + Q(t, tu)(udt+ tdu) = 0⇒

tm[P (1, u)dt + Q(1, u)(udt+ tdu)] = 0⇒
⇒ tm[P (1, u) +Q(1, u)u]dt+ tm+1Q(1, u)du = 0.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ íà

µ =
1

tm+1[P (1, u) +Q(1, u)u]
,

ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìè ïåðåìåííûìè. Îòñþäà ñëåäó-
åò ñïðàâåäëèâîñòü íàøåãî óòâåðæäåíèÿ.

1.3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà,

íåðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåðàç-
ðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

F (t, x, x′) = 0, (1.29)

â êîòîðîì t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à x(t) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Ïî-
ëîæèì x′ = p. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F (t, x, p) îïðåäåëåíà
â îáëàñòè G ⊆ R3

t,x,p, F ∈ C
1(G), |∇(F )| 6= 0.

Ïóñòü óðàâíåíèå (1.29) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî x′(t). Â ðåçóëü-
òàòå åãî ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷àåì îäíî èëè íåñêîëüêî óðàâíåíèé, ðàçðå-
øåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

dx

dt
= fk(t, x), k ≥ 1. (1.30)
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Åñëè âåùåñòâåííûå ôóíêöèè fk(t, x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îáëà-
ñòè D ⊆ R2

t,x è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.1, òî ÷åðåç ëþáóþ
òî÷êó (t0, x0) ∈ D ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðè-
âàÿ x = xk(t) êàæäîãî èç óðàâíåíèé (1.30). Ýòè èíòåãðàëüíûå êðèâûå
òàêæå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ (1.29).

Íàêëîí êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé x = xk(t) â òî÷êå
(t0, x0) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì p0k = fk(t0, x0). Îòìåòèì, ÷òî ÷èñ-
ëà (t0, x0, p0k) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1.29), ò.å. F (t0, x0, p0k) = 0.
Ïóñòü çíà÷åíèÿ p0k ðàçëè÷íû, è èõ ÷èñëî ðàâíî n. Òîãäà ÷åðåç òî÷êó
(t0, x0) ïðîõîäèò n ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (1.29).
Ïîýòîìó åñëè òðåáóåòñÿ âûäåëèòü îäíó èç íèõ, òî íåîáõîäèìî çàäàòü
íå òîëüêî íà÷àëüíûå äàííûå (t0, x0), íî è çíà÷åíèå p0k = x′k(t0).

Ïðèìåð 1.3.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå t2x′2 + txx′ − 2x2 = 0, t > 0.
Ðàçðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî x′, ïîëó÷èì x′ = x

t , x
′ = − 2x

t . Ðåøåíèÿ-
ìè ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x = C1t, x = C2

t2 . Çäåñü C1, C2

� ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷-
êó (t0, x0), t0 > 0 ïëîñêîñòè R2

t,x ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå.
×òîáû âûäåëèòü îäíó èç íèõ (íàïðèìåð, ïåðâóþ), íóæíî ïîòðåáîâàòü
x(t0) = x0, x

′(t0) = x0

t0
.♦

Åñëè óðàâíåíèå (1.29) íå óäàåòñÿ ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîäíîé x′(t), òî åãî ðåøåíèÿ ÷àñòî íàõîäÿòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîéôîðìå.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ïàðà ôóíêöèé < φ(τ), ψ(τ), τ ∈ T >, íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.29) â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå, åñëè

1) ôóíêöèè φ(τ), ψ(τ) ∈ C1(T ); φ
′
(τ) 6= 0, τ ∈ T ;

2)
(
φ(τ), ψ(τ), ψ

′
(τ)

φ′ (τ)

)
∈ G äëÿ ëþáîãî τ ∈ T ;

3) F
(
φ(τ), ψ(τ), ψ

′
(τ)

φ′ (τ)

)
= 0 äëÿ ëþáîãî τ ∈ T .

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì. Èíòåãðàëüíîé
êðèâîé óðàâíåíèÿ (1.29) áóäåò êðèâàÿ t = φ(τ), x = ψ(τ), τ ∈ T , íà
ïëîñêîñòè R2

t,x. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îíà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.
Ïîëîæèì x′ = p è çàïèøåì óðàâíåíèå (1.29) â âèäå F (t, x, p) = 0.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü t, x, p êàê äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû. Óðàâíåíèå
F (t, x, p) = 0 çàäàåò â îáëàñòè G ⊆ R3

t,x,p íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S.
Åñëè îíî íå ïóñòî, òî S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íåÿâíî.
Êàæäîìó ðåøåíèþ ϕ(t), t ∈ J , â ïðîñòðàíñòâå R3

t,x,p îòâå÷àåò êðèâàÿ
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Γ = {(t, x, p) : x = ϕ(t), p = ϕ′(t), t ∈ J}. Íàçîâ¼ì å¼ èíòåãðàëüíîé
êðèâîé óðàâíåíèÿ â R3

t,x,p. Òàê êàê F (t, ϕ(t), ϕ′(t)) = 0, òî îíà ëåæèò íà
ïîâåðõíîñòè S: Γ ⊂ S. Íî íå âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ íà ïî-
âåðõíîñòè S, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ F (t, x, p) = 0,
ò.ê. â êàæäîé å¼ òî÷êå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå dx−pdt = 0.
Ïóñòü íåêîòîðàÿ êðèâàÿ Γ íà ïîâåðõíîñòè S óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó
ñîîòíîøåíèþ è îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè t = φ(τ), x = ψ(τ), p = χ(τ).
Ïåðâûå äâå ôóíêöèè îïðåäåëÿþò êðèâóþ γ â ïëîñêîñòè R2

t,x. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî φ
′
(τ) 6= 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ φ(τ) îáðàòèìà

è τ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç t. Â ðåçóëüòàòå êðèâàÿ γ áóäåò îïèñûâàòüñÿ
íåêîòîðîé ôóíêöèåé x = ϕ(t). Âäîëü êðèâîé Γ ìû, ïî ïðåäïîëîæåíèþ,
èìååì dx − pdt = 0 ⇒ p = ϕ′(t). Òàê êàê êðèâàÿ Γ ëåæèò íà ïîâåðõ-
íîñòè S, òî F (t, ϕ(t), ϕ′(t)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà � èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ. Êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé Γ íà ïëîñêîñòü R2

t,x è ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (1.29) â ïëîñêîñòè R2

t,x.
Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íåÿâíî, îïèñûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñ ïî-

ìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ. Îáîçíà÷èì èõ u, v. Ïóñòü óðàâíåíèå
F (t, x, p) = 0 äîïóñêàåò â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊆ R2

u,v ïàðàìåòðè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå: t = φ(u, v), x = ψ(u, v), p = χ(u, v), (u, v) ∈ D,
ãäå χ(u, v) ∈ C(D), à φ(u, v), ψ(u, v) ∈ C1(D). Ïîä ýòèì ñëåäóåò ïîíè-
ìàòü:

1) îòîáðàæåíèå (u, v) −→
(
φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)

)
ÿâëÿåòñÿ âçàèì-

íî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì D íà S;

2) F
(
φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)

)
= 0 äëÿ ëþáûõ (u, v) ∈ D.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (1.29) ñâî-
äèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâîäíîé. Ñ÷èòàÿ ïàðàìåòðû u è v íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, âû-
÷èñëèì äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé t = φ(u, v) è x = ψ(u, v). Èìååì
dt = ∂φ

∂udu+∂φ
∂v dv, dx = ∂ψ

∂u du+∂ψ
∂v dv. Ìû ïîëó÷èì íåêîòîðóþ êðèâóþ íà

ïîâåðõíîñòè S, åñëè óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñâÿçü ìåæ-
äó u è v. Îäíàêî îíà áóäåò èíòåãðàëüíîé êðèâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå dx − pdt = 0. Èç íåãî ìû ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

∂ψ

∂u
du+

∂ψ

∂v
dv − χ(u, v)

(∂φ
∂u
du+

∂φ

∂v
dv
)

= 0⇒

⇒
(∂ψ
∂v
− χ∂φ

∂v

)
dv =

(
χ
∂φ

∂u
− ∂ψ

∂u

)
du, (1.31)
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êîòîðîå ñâÿæåò ìåæäó ñîáîé u è v íóæíûì îáðàçîì. Óðàâíåíèå (1.31)
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â äèôôåðåíöèàëàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî â íåêî-
òîðîé îáëàñòè èìååò îáùåå ðåøåíèå v = w(u,C), C = const. Òîãäà ïðè

ïîäñòàíîâêå ôóíêöèé t = φ
(
u,w(u,C)

)
, x = ψ

(
u,w(u,C)

)
, x′ = p =

= χ(u,w(u,C)) â óðàâíåíèå (1.29) îíî îáðàòèòñÿ â òîæäåñòâî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìû ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.29) â ïàðàìåòðè-
÷åñêîé ôîðìå.

×àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (1.29)

Åñëè óðàâíåíèå (1.29) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî x èëè t, òî
åãî èíòåãðèðîâàíèå íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòè.

1. Ïóñòü óðàâíåíèå (1.29) ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî x : x = f(t, x′).
Ïîëîæèâ x′ = p, ïîëó÷èì x = f(t, p). Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ (u, v)

âîçüì¼ì t è p. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ. Èç ñîîòíîøåíèÿ dx = pdt ïîëó÷èì óðàâíåíèå(

∂f

∂t
− p
)
dt+

∂f

∂p
dp = 0, (1.32)

êîòîðîå ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó p è t. Óðàâíåíèå (1.32)
òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (1.31). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâ-
íåíèå (1.32) â íåêîòîðîé îáëàñòè èìååò îáùåå ðåøåíèå ëèáî â âèäå
p = p(t, C), ëèáî â âèäå t = t(p, C). Òîãäà ìû ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.32) ëèáî â âèäå x = x(t, p(t, C)), ëèáî â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå {

x = x(t(p, C), p),

t = t(p, C).

2. Ïóñòü òåïåðü óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

t = f(x, x′). (1.33)

Ïîëîæèâ x′ = p, áóäåì èìåòü t = f(x, p). Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âîçü-
ì¼ì x è p. Ôóíêöèþ f(x, p) áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé. Òîãäà èç óðàâíåíèé (1.33) è dx = pdt ñëåäóåò óðàâíåíèå(

p
∂f

∂x
− 1

)
dx+ p

∂f

∂p
dp = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî â íåêîòîðîé îáëàñòè èìååò îáùåå ðåøåíèå ëèáî
â âèäå p = p(x,C), ëèáî â âèäå x = x(p, C). Òîãäà óðàâíåíèå (1.33)
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(à çíà÷èò, è óðàâíåíèå (1.29)) áóäåò èìåòü ñîîòâåòñòâåííî îáùåå ðåøå-
íèå ëèáî â âèäå t = f(x, p(x,C)), ëèáî â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå:{

t = f(x(p, C), p),

x = x(p, C).

3. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî x è t óðàâíåíèå: x = φ(p)t+

+ψ(p), â êîòîðîì φ(p) è ψ(p) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè. Åñëè φ(p) 6≡ p, òî ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàí-
æà. Èç ñîîòíîøåíèÿ dx = pdt ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

φ(p)dt+φ
′
(p)tdp+ψ

′
(p)dp = pdt ⇒

(
p−φ(p)

)
dt =

(
tφ
′
(p) +ψ

′
(p)
)
dp,

êîòîðîå ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó t è p. Ýòî óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì:

dt

dp
=

tφ
′
(p)

p− φ(p)
+

ψ
′
(p)

p− φ(p)
.

Èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:{
t = B(p) · C +A(p),

x = φ(p)t+ ψ(p), C = const.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (1.24) äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü óðàâíåíèå φ(p)−p = 0 èìååò ðåøåíèÿ p = pi.
Òîãäà ôóíêöèè x = pit + ψ(pi), ãðàôèêè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè
ëèíèÿìè, ìîãóò áûòü êàê ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà,
òàê è îñîáûìè.

4. Åñëè φ(p) ≡ p , òî ìû áóäåì èìåòü óðàâíåíèå Êëåðî:

x = pt+ ψ(p), t ∈ (α, β).

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ñõåìó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Èç
ñîîòíîøåíèÿ dx = pdt íàõîäèì pdt = tdp+ pdt+ ψ

′
(p)dp, ÷òî äà¼ò íàì(

t+ ψ
′
(p)
)
dp = 0. Îòñþäà ñëåäóåò:

a) dp = 0⇒ p = C. Çíà÷èò, íàéäåííîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî ðåøåíèé èìååò âèä

x = Ct+ ψ(C),
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à ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëè-
íèÿìè;

b) t = −ψ′(p).
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Êëåðî èìååò ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìå: {

t = −ψ′(p),
x = −pψ′(p) + ψ(p).

Åñëè ψ(p) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ψ

′′
(p) 6= 0, òî ðåøåíèå t = −ψ′(p), x = pt + ψ(p)

ÿâëÿåòñÿ îñîáûì. Íèæå â ðàçäåëå 2.4 ãëàâû 2 ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò
äîêàçàíî.

1.4. Îá îäíîì ìåòîäå ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

1.4.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ F (t, x, x1, ..., xn) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêî-
òîðîé îáëàñòè G ⊆ Rn+2 (n ≥ 1).

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Óðàâíåíèå âèäà

F (t, x, x′, ..., x(n)) = 0, (1.34)

â êîòîðîì t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à
x′, ..., x(n) � å¼ ïðîèçâîäíûå, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèåì n-ãî ïîðÿäêà. (Ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â óðàâ-
íåíèå, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ.)

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Ôóíêöèÿ x = φ(t), îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå
Jt ⊆ R1, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.34), åñëè

1) φ(t) ∈ C(n)(Jt);
2) (t, φ(t), ..., φ(n)(t)) ∈ G äëÿ ëþáîãî t ∈ Jt;
3) F (t, φ(t), ..., φ(n)(t)) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ Jt.

Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ
(1.34), êîãäà åãî èíòåãðèðîâàíèå èëè ïîíèæåíèå ïîðÿäêà âîçìîæíî
îñóùåñòâèòü íà îñíîâàíèè òåîðèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðåîá-
ðàçîâàíèé.
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1.4.2. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

íà ïëîñêîñòè

Â ïëîñêîñòè R2 òî÷åê (t, x) ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî {Tα, α ∈ J}
îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Tα : τ = φ(t, x;α), η = ψ(t, x;α), (1.35)

çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ïàðàìåòðà α ∈ J , ãäå J � èíòåðâàë èç R1. Ôóíê-
öèè φ è ψ, òàê æå êàê è âñå âñòðå÷àþùèåñÿ íèæå ôóíêöèè, ïðåäïî-
ëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ. Êàæäî-
ìó ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà α ∈ J ñîîòâåòñòâóåò êîí-
êðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Tα, êîòîðîå ïåðåâîäèò òî÷êè (t, x) â íîâûå
òî÷êè (τ, η) ïëîñêîñòè R2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç TβTα ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ïðåîáðàçîâàíèé Tα è Tβ , ÷åðåç I � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, à
÷åðåç T−1

α � îáðàòíîå ê Tα ïðåîáðàçîâàíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì
TαT

−1
α = T−1

α Tα = I. Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü èçëîæåíèå, íàïîìíèì
îïðåäåëåíèå ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 1.4.3. Îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå G íàçûâà-
åòñÿ ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì x, y ∈ G ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ýëåìåíò γ(x, y) ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 1.4.4. Ñåìåéñòâî G = {Tα, α ∈ J} ïðåîáðàçîâàíèé
(1.35) îáðàçóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, åñëè

1) äëÿ ëþáûõ α, β ∈ J ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð γ(α, β) ∈
∈ J òàêîé, ÷òî TβTα = Tγ(α,β) ∈ G;

2) ñóùåñòâóåò α0 ∈ J òàêîé, ÷òî

Tα0
= I ∈ G;

3) äëÿ ëþáîãî α ∈ J ñóùåñòâóåò α−1 ∈ J òàêîé, ÷òî T−1
α = Tα−1

∈
∈ G.

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå äâóõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñíà÷àëà Tα ∈ G, à çàòåì Tβ ∈ G ðàâíîñèëüíî ïðè-
ìåíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Tγ ∈ G ñ ïàðàìåòðîì γ(α, β) ∈ J , êîòîðûé
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè α è β. Ôóíêöèÿ γ = γ(α, β) çà-
äàåò çàêîí óìíîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íà ìíîæåñòâå G = {Tα, α ∈ J}
è íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé. Çà-
ìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè
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âñåãäà èìååò ìåñòî (äîêàçàòü ñàìèì). Òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Tα0 = I,
òî Tα0

Tα = Tα, à çíà÷èò, γ(α, α0) = α. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, TβTα0
= Tβ

è γ(α0, β) = β. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ëþáûõ α, β ∈ J èìååì

γ(α, α0) = α, γ(α0, β) = β. (1.36)

Çàìå÷àíèå 1.4.1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáðàçóþùèå îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêóþ ãðóïïó, ìîãóò áûòü çàäàíû êàê íà âñåé ïëîñêîñòè R2, òàê è â
íåêîòîðîé îáëàñòè X ⊆ R2. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå (1.35)
ïðè ëþáîì α ∈ J ïåðåâîäèò òî÷êó (t, x), ïðèíàäëåæàùóþ X, â òî÷êó
(τ, η), òàêæå ïðèíàäëåæàùóþ X.♦

Îïðåäåëåíèå 1.4.5. Ïàðàìåòð α íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, åñëè ôóíê-
öèÿ γ(α, β) èìååò âèä: γ(α, β) = α+β. Òîãäà â òåðìèíàõ ôóíêöèé (1.35)
ôîðìóëà óìíîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé TβTα = Tα+β çàïèøåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

φ
(
φ(t, x;α), ψ(t, x;α);β

)
= φ(t, x;α+ β),

ψ
(
φ(t, x;α), ψ(t, x;α);β

)
= ψ(t, x;α+ β). (1.37)

Çàìå÷àíèå 1.4.2. Åñëè ââåñòè íîâûé ïàðàìåòð θ = θ(α), ãäå θ(α) �
ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ γ è èíòåð-
âàë J èçìåíÿòñÿ. Ïðè ýòîì θ ñòàíåò íîâûì ïàðàìåòðîì ãðóïïû. Íèæå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò çàìåíà, ïðèâîäÿùàÿ ê êàíîíè-
÷åñêîìó ïàðàìåòðó. ♦

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ âûøåïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ïðîèâåä¼ì íåñêîëü-
êî ïðèìåðîâ ïðåîáðàçîâàíèé (1.35).

1. Ãðóïïà ïåðåíîñîâ G âäîëü îñè x ñîñòîèò èç ïðåîáðàçîâàíèé

Tα : τ = t, η = x+ α, (α ∈ R1),

îïðåäåëåííûõ íà âñåé ïëîñêîñòè R2. Â ðåçóëüòàòå äâóõ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïåðåíîñîâ ïîëó÷èì

τ1 = t, η1 = x+ (α+ β).

Çíà÷èò, γ(α, β) = α + β è ïàðàìåòð α ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Äàëåå
α−1 = −α è α0 = 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáðàçóþùèå
ãðóïïó ïåðåíîñîâ âäîëü îñè x, ìîãóò áûòü òàêæå çàäàíû íà ëþáîé
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ïîëîñå X = {a ≤ t ≤ b, |x| < ∞}. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà
ïåðåíîñîâ âäîëü îñè t.

2. Ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé

Tα : τ = αt, η = α2x,
(
α ∈ (0,+∞)

)
,

äåéñòâóþùèõ íà âñåé ïëîñêîñòè R2, îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó ðàñòÿæåíèé. Çäåñü ìû èìååì γ(α, β) = αβ, α0 = 1, α−1 = 1

α .
Ýòî ñåìåéñòâî áóäåò òàêæå îáðàçîâûâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóï-
ïó ïðåîáðàçîâàíèé, åñëè èõ çàäàòü â ïîëóïëîñêîñòè R2

+ = {(t, x) ∈
∈ R2, t > 0} èëè R2

− = {(t, x) ∈ R2, t < 0}, ëèáî, íàïðèìåð, â ëþáîì èç
÷åòûðåõ êâàäðàíòîâ. Â ýòîì ïðèìåðå ïàðàìåòð θ = lnα áóäåò êàíîíè-
÷åñêèì.

3) Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé
(1.35) îáðàçóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó. Âîçüìåì

τ = t+ α, η = x+ α2, α ∈ (−∞,+∞).

Òîãäà τ1 = t+(α+β), η1 = x+(α2 +β2), β ∈ (−∞,+∞). Îäíàêî çäåñü
íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1 îïðåäåëåíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû,
ò.ê. (α+ β)2 6= α2 + β2.

Îïðåäåëåíèå 1.4.6. Ôóíêöèÿ U(t, x) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (1.35), åñëè äëÿ âñåõ äîïó-
ñòèìûõ (t, x) è âñåõ α ∈ J âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

U(τ, η) = U(t, x).

Âûøå â ïóíêòå 1 èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïåðåíîñîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ U(t, x) = t. Â ïóíêòå 2 � ôóíêöèÿ U = xt−2 (ïðè t 6= 0).

Òåîðèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðå-
øåíèè ìíîãèõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè è ôèçèêè. Èñïîëüçóåìûå
ïðè èõ èññëåäîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ íå íà
âñ¼ì îòêðûòîì ìíîæåñòâå X × J , íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû, à íà
íåêîòîðîì åãî ñóæåíèè X1×Jα0 òàêîì, ÷òî X1 ⊂ X, Jα0 ⊂ J , ãäå Jα0 �
íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè α0. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ìîãóò
òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ íà ìíîæåñòâå X × Jα0

.

Îïðåäåëåíèå 1.4.7. Ïóñòü óñëîâèÿ 1�3 â îïðåäåëåíèè îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G âûïîëíÿþòñÿ íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
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(t, x) ∈ X è âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èç íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî
èíòåðâàëà J , à òîëüêî äëÿ (t, x) ∈ X1 è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, β è
γ(α, β) â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ α0. Òîãäà
G íàçûâàþò ëîêàëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâà-
íèé.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñðàçó íà ìíîæåñòâå X1×
×Jα0

, òî ãðóïïó G ìîæíî íàçûâàòü ïðîñòî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïîé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿþò òðåáî-
âàíèÿì 1�3 îïðåäåëåíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû.

Áîëåå ïîäðîáíî ñ òåîðèåé îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ìîæíî îçíà-
êîìèòüñÿ â ðàáîòå [3], â êîòîðîé îíà äîâîëüíî ïðîñòî èçëîæåíà.♦

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ëåììó è òåîðåìó, ÷òî ïîçâîëèò ëó÷øå
ïîíèìàòü èçëàãàåìûé íèæå ìàòåðèàë.

Ëåììà 1.1. Âî âñÿêîé ëîêàëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå ìîæ-

íî ââåñòè êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð.

Òåîðåìà 1.9. Âñÿêàÿ ëîêàëüíàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîá-

ðàçîâàíèé ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ

(t, x)→
(
u(t, x), v(t, x)

)
è çàìåíû ïàðàìåòðà α → θ(α) ïðèâîäèòñÿ ê ëîêàëüíîé ãðóïïå ïåðå-

íîñîâ

Tθ : ũ = u, ṽ = v + θ.

Ïåðåìåííûå u è v, ïðåäñòàâëåííûå â òåîðåìå 1.9 (òàê æå êàê è
ïàðàìåòð θ), íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûñêàçàííûõ óòâåðæäåíèé çàïèøåì ãðóïïî-
âîå ñâîéñòâî 1) îïðåäåëåíèÿ 1.18 â âèäå

τ1 = φ(τ, η;β) = φ(t, x; γ(α, β)),

η1 = ψ(τ, η;β) = ψ(t, x; γ(α, β)).

Ôóíêöèÿ γ(α, β) ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì (1.36). Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷à-
ñòè ýòèõ ðàâåíñòâ ïî β è ïîëàãàÿ β = α0, ïîëó÷èì ñîãëàñíî (1.36)
óðàâíåíèÿ 

∂φ
∂β (τ, η;β)

∣∣∣
β=α0

= ∂φ
∂α (x, t;α)

(
∂γ
∂β (α, β)

)
|β=α0 ,

∂ψ
∂β (τ, η;β)

∣∣∣
β=α0

= ∂ψ
∂α (x, t;α)

(
∂γ
∂β (α, β)

)
|β=α0

.
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Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

1

λ
=

∂γ

∂β
(α, β)

∣∣∣∣
β=α0

, ξ(τ, η) =
∂φ

∂β
(τ, η;β)

∣∣∣∣
β=α0

, ζ(τ, η) =
∂ψ

∂β
(τ, η;β)

∣∣∣∣
β=α0

,

òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðèíèìàåò âèä

∂τ

∂α
= λ(α)ξ(τ, η),

∂η

∂α
= λ(α)ζ(τ, η), (1.38)

τ = t, η = x ïðè α = α0.

Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.38) ïðè çàäàííûõ ξ è ζ è ôèêñèðîâàí-
íûõ t è x ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè (1.35), îïðåäåëÿþùèå èñõîäíóþ îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé. Çàôèêñèðóåì t è x è ââåäåì

íîâûé ïàðàìåòð θ =
α∫
α0

λ(σ)dσ. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à Êîøè (1.38) ïðå-

îáðàçóåòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

dτ

dθ
= ξ(τ, η),

dη

dθ
= ζ(τ, η), (1.39)

τ = t, η = x ïðè θ = 0, (α = α0). (1.40)

Óðàâíåíèÿ (1.39) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëè. Îíè ëåæàò â îñ-
íîâå èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ïðè ðåøåíèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè, â
êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ (1.39), ôóíêöèè ξ(τ, η), ζ(τ, η)

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå, à âåëè÷èíà ξ2 + ζ2 6= 0. Òî÷êè, â êî-
òîðûõ ξ2 +η2 = 0, íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (t, x), â êîòîðîé ñèñòåìà
óðàâíåíèé Ëè (1.39) îïðåäåëåíà, âåëè÷èíà ξ > 0. Ïîýòîìó å¼ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

dη

dτ
=
ζ(τ, η)

ξ(τ, η)
,

dτ

ξ(τ, η)
= dθ.

Èç òåîðåìû 1.2 [5, 10] ñëåäóåò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ ñèñòåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (t, x) ìîãóò áûòü îïèñàíû
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îáùèì èíòåãðàëîì ∆1(τ, η) = C1. Èñïîëüçóÿ åãî ïðè èíòåãðèðîâàíèè
âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷èì

∆2(τ, η) = C2 + θ.

Ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (1.40). Â
ðåçóëüòàòå èìååì

∆1(τ, η) = ∆1(t, x), ∆2(τ, η) = ∆2(t, x) + θ. (1.41)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äàþò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.39) ∧ (1.40). Åñëè
ïðîèçâåñòè íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ (ýòî ñëåäóåò èç òåîðåì
10.2 è 10.3 â ãëàâå 10):

u = ∆1(t, x), v = ∆2(t, x),

òî ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.41) ëîêàëüíàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæä¼ííàÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.39), (1.40),
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ θ ïðèâîäèòñÿ ê ãðóïïå ïåðåíîñîâ:

u1 = u, v1 = v + θ.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îäíà èç ïåðåìåííûõ, à èìåííî u, ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòîì ãðóïïû. Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå, ÷òî òåîðåìà íîñèò, âîîáùå
ãîâîðÿ, ëîêàëüíûé õàðàêòåð (çàìå÷àíèå 1.4.1). Â íåé ïîêàçàíî, ÷òî â
îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ñòàöèîíàðíîé, ëîêàëüíàÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðèâîäèòñÿ ê ëîêàëüíîé ãðóïïå ïåðåíî-
ñîâ.

Çàìå÷àíèå 1.4.3. Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.39) íå çàâèñÿò
îò ïåðåìåííîé θ. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ àâòîíîìíûìè . Ýëå-
ìåíòû òåîðèè àâòîíîìíûõ ñèñòåì èçëîæåíû â ãëàâå 8. Çàäà÷à Êîøè
äëÿ âñÿêîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïîðîæäàåò ëîêàëüíóþ îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, äëÿ êîòîðîé íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåí-
íàÿ ñèñòåìû (â íàøåì ñëó÷àå θ) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïàðàìåòðîì.
Ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî â ãëàâå 8. Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì â ýòîé ãëàâå íîñÿò
íàçâàíèå òî÷åê ðàâíîâåñèÿ. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè àâòîíîìíîé ñèñòåìû
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ñòàöèîíàðíîé, âåäóò
ñåáÿ êàê ïðÿìûå ëèíèè.♦
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Çàìå÷àíèå 1.4.4. Áóäåì ñ÷èòàòü çäåñü, ÷òî â (1.35) ïàðàìåòð α ÿâ-
ëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Âîçüì¼ì α = α0 è ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

τ = φ(t, x;α0 + ∆α), η = ψ(t, x;α0 + ∆α), α0 + ∆α ∈ J.

Åñëè ∆α → 0, òî ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò òîæäåñòâåí-
íîãî íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó è ïî ýòîé ïðè÷èíå íàçûâàòüñÿ
èíôèíèòåçèìàëüíûì (èëè áåñêîíå÷íî ìàëûì) ïðåîáðàçîâàíèåì. Ðàç-
ëîæèì ôóíêöèè φ(t, x;α), ψ(t, x;α) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó
α â îêðåñòíîñòè òî÷êè α0 è çàïèøåì èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå â âèäå

τ = φ(t, x;α0 + ∆α) = φ(t, x;α0) +
∂φ(t, x;α0)

∂α
∆α+ o(∆α) =

= t+ ξ(t, x)∆α+ o(∆α),

η = ψ(t, x;α0 + ∆α) = ψ(t, x;α0) +
∂ψ(t, x;α0)

∂α
∆α+ o(∆α) =

= x+ ζ(t, x)∆α+ o(∆α). (1.42)

Ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë èñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿ-
þùèå ôóíêöèè ξ è ζ. Âåêòîð (ξ, ζ) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì â òî÷êå (t, x)

ê êðèâîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ òî÷êàìè (τ, η) â R2 ïðè èçìåíåíèè ïà-
ðàìåòðà α ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.35). Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ îð-

áèòàìè òî÷êè (t, x). Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì (ξ, ζ),
åñëè ξ2 + ζ2 6= 0.

Ñêàçàííîå âûøå ðåçþìèðóåò òåîðåìà Ëè.

Òåîðåìà 1.10. Åñëè ôóíêöèè φ(t, x;α), ψ(t, x;α) â ôîðìóëàõ (1.35)

óäîâëåòâîðÿþò ãðóïîâîìó ñâîéñòâó (1.37) è èìåþò ðàçëîæåíèÿ (1.42),

òî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.39), (1.40).

Åñëè æå çàäàíî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå (ξ, ζ) (ξ2 + ζ2 6= 0), òî

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.39), (1.40) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îäíîïàðà-

ìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé (1.35) (ñâîéñòâî 6 àâòîíîìíûõ

ñèñòåì â ãëàâå 8), äëÿ êîòîðîé ýòî ïîëå ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì.♦

Îïðåäåëåíèå 1.4.8. Äâå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâà-
íèé íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè îäíó ìîæíî ïðèâåñòè ê äðóãîé ïðè
ïîìîùè íåâûðîæäåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ è íåâûðîæäåííîé çàìå-
íû ïàðàìåòðà.

44



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé èç ïóíêòà 2, êîòîðûå äåé-
ñòâóþò íà ïîëóïëîñêîñòè R+. Îíè îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1.38) ïðèíèìàþò
âèä

∂τ

∂α
=
τ

α
,
∂η

∂α
= 2

η

α
, t > 0.

Óðàâíåíèÿ Ëè è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dτ

τ
=
dη

2η
=
dα

α
= dθ,

τ = t, η = x ïðè θ = 0

θ =

α∫
α0=1

dα

α
= lnα

 .

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè ïðè t > 0 íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

η

τ2
= C1, ln τ − θ = C2.

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íàõîäèì

η

τ2
=
x

t2
, ln τ = ln t+ θ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïåðåéòè ê êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì

u =
x

t2
, v = ln t, t > 0

ñðàçó âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè R2
+. Çàìåíà ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ íåâû-

ðîæäåííîé, è â ðåçóëüòàòå íå¼ ïîëóïëîñêîñòü R2
+ âçàèìíî îäíîçíà÷íî

îòîáðàæàåòñÿ íà âñþ ïëîñêîñòü (u, v). Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêàÿ ãðóïïà G = {Tα, α ∈ (0,+∞)}, äåéñòâóþùàÿ íà ïîëóïëîñêîñòè
R2

+, ïîäîáíà ãðóïïå ïåðåíîñîâ ñ êàíîíè÷åñêèì ïàðàìåòðîì θ = lnα,
äåéñòâóþùåé íà âñåé ïëîñêîñòè (u, v).

1.4.3. Èíâàðèàíòíîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

îòíîñèòåëüíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû

ïðåîáðàçîâàíèé

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ n-ãî
ïîðÿäêà ðàâíîñèëüíû, åñëè êàæäîå ðåøåíèå îäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå ðåøåíèåì äðóãîãî, è íàîáîðîò.
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Îïðåäåëåíèå 1.4.9. Óðàâíåíèå (1.34) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îò-
íîñèòåëüíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G, åñëè ïðè
çàìåíå ïåðåìåííûõ (t, x) â í¼ì ïî ôîðìóëàì (1.35) ìû ïîëó÷èì â íî-
âûõ ïåðåìåííûõ (τ, η) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ η = η(τ) óðàâíåíèå,
ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó ïðè âñåõ α ∈ J .

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå (1.34) äîïóñêàåò ãðóï-
ïó G. Âîçüì¼ì n = 1. Òîãäà íîâûå ïåðåìåííûå (τ, η) è ïðîèçâîäíàÿ dη

dτ

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòàðûå êîîðäèíàòû (t, x) è ïðîèçâîäíóþ dx
dt ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

τ = φ(t, x;α), η = ψ(t, x;α),
dη

dτ
=

∂ψ
∂t +

(
∂ψ
∂x

)
x′

∂φ
∂t +

(
∂φ
∂x

)
x′
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ âåëè÷èíû (τ, η, dηdτ ,
d2η
d2τ ), åñëè n = 2, è ò.ä.

Ïðèìåð 1.4.1. Óðàâíåíèå

txx′′ + tx′2 − 2x2 = 0

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ðàñòÿæåíèé

G : τ = t, η = αx, α > 0.

Äåéñòâèòåëüíî,

α−2(τηη′′ + τη′2)− wα−2η2 = 0.

Îòñþäà èìååì
α−2(τηη′′ + τη′2 − 2η2) = 0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ η(τ) ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå
èñõîäíîìó.♦
Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1.34) çàâåäîìî ìîæíî ïîíèçèòü, åñëè îíî èìååò
âèä

F (t, x′, . . . , x(n)) = 0, (1.43)

òàê êàê ôóíêöèÿ x íå âõîäèò ÿâíî â óðàâíåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðî-
èçâåä¼ì çàìåíó

y = x′.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1.34) ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì (n−1)-ãî ïîðÿä-
êà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè y.
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Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü â ïåðåìåííûõ (u, v) óðàâíåíèå (1.34) èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïåðåíîñîâ. Òîãäà óðàâíåíèå (1.34) â ïå-

ðåìåííûõ (u, v) èìååò âèä

Φ

(
u,
dv

du
, . . .

dnv

dun

)
= 0. (1.44)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì ïåðåìåííûì (u, v)

óðàâíåíèå (1.34) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Φ

(
u, v,

dv

du
, . . . ,

dnv

dun

)
= 0. (1.45)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû èìååì, ÷òî óðàâíåíèå

Φ

(
u, v + θ,

dv

du
, . . .

dnv

dun

)
= 0

ïðè ëþáîì θ ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (1.45). Ñëåäîâàòåëüíî, Φ íå çà-
âèñèò ÿâíî îò v, è ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (1.44). Ïðèíÿâ dv/du çà
íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, ïîíèçèì ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. �

Ðåçþìå. Ïóñòü óðàâíåíèå (1.34) äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé G è èç óðàâíåíèé Ëè ìû ìîæåì íàéòè êàíîíè-
÷åñêèå ïåðåìåííûå (u, v) (íàïðèìåð, â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé) è
êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð θ. Ïðè ïåðåõîäå ê íèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ãðóïïà G ïðèâîäèòñÿ ê ãðóïïå ïåðåíîñîâ. Ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî ãðóïïû íå çàâèñèò îò âûáîðà ïå-
ðåìåííûõ, ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.34) ïîñëå ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêèì
ïåðåìåííûì (u, v) ïåðåéä¼ò â óðàâíåíèå, â êîòîðîå ÿâíî íå âõîäèò îä-
íà èõ ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî èíòåãðèðóåìî â êâàäðàòó-
ðàõ â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èëè äîïóñêàåò ïîíèæåíèå â
ñëó÷àå óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

1.4.4. Íåêîòîðûå òèïû óðàâíåíèé,

äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

Â ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå òèïû óðàâíåíèé, êîòîðûå äî-
ïóñêàþò ëèáî ãðóïïó ïåðåíîñîâ, ëèáî òó èëè èíóþ ãðóïïó ðàñòÿæåíèé.
Ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ýòèõ ãðóïï îäíà èç êàíî-
íè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùàÿñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû, ìîæåò áûòü
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íàéäåíà íåïîñðåäñòâåííî, áåç èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé Ëè. Â êà÷åñòâå
äðóãîé êàíîíè÷åñêîé ïåðåìåííîé â ïóíêòàõ à), á), â) áåð¼òñÿ ëîãàðèô-
ìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ëèáî îò ïåðåìåííîé t, ëèáî x, â çàâèñèìîñòè îò
âèäà ãðóïïû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ ìîæíî ïðîèçâåñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ
óðàâíåíèé Ëè, èõ ïðèìåíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷-
êè çðåíèÿ. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé Ëè (1.39, (1.40) â ýòèõ ñëó÷àÿõ
âñåãäà ðàçðåøèìà â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Â ðåçóëüòàòå ìû ìîæåì
ïåðåéòè â ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèÿõ ê êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì
è ëèáî ïîíèçèòü èõ ïîðÿäîê, ëèáî ïîëó÷èòü ðåøåíèå â êâàäðàòóðàõ.

à) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå (1.34) èìååò âèä

F
(
x, x′, . . . , x(n)

)
= 0.

Òàê êàê â óðàâíåíèå (1.34) íå âõîäèò ÿâíî t, òî îíî èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïåðåíîñîâ âäîëü îñè t:

G : τ = t+ α, η = x, α ∈ R1.

Êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè çäåñü áóäóò u = x, v = t. Ìû ïåðåé-
ä¼ì ê íèì, åñëè ïîìåíÿåì ðîëÿìè t è x. Òîãäà óðàâíåíèå (1.34) ïðèìåò
âèä

Φ

(
x,
dt

dx
, . . . ,

dnt

dxn

)
= 0.

Çàìåíà z(x) = dt/dx ïîíèæàåò ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1.34) íà åäèíè-
öó. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ìîæíî ïîòåðÿòü ðåøåíèÿ
x = const. Ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðêîé. Îòñþäà,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî çàìåíà

p(x) =
dx

dt
=

1

z(x)

òàêæå ïîíèæàåò ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Èìååì

d2x

dt2
=

d

dt
p(x) =

dp(x)

dx
· dx
dt

= p
dp

dx
è ò.ä.

á) Ïóñòü òåïåðü äëÿ α > 0

F (t, αx, αx′, . . . , αx(n)) = αkF (t, x, x′, . . . , x(n)).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.34) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû ðàñòÿæåíèé

G : τ = t, η = αx, α ∈ (0,+∞). (1.46)

Çäåñü α0 = 1. Óðàâíåíèÿ (1.38) äëÿ ãðóïïû (1.46) ïðèíèìàþò âèä

∂τ

∂α
= 0,

∂η

∂α
=
η

α
.

Ââîäÿ ïàðàìåòð θ = ln α, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè (1.39), (1.40) äëÿ óðàâíåíèé Ëè. Âîçüì¼ì x > 0, òîãäà

τ = t, ln η = ln x+ θ.

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.11, ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå:

u = t, v = lnx, x > 0.

Â ïåðåìåííûõ (u, v) îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà (1.46) ïðè x > 0

è óðàâíåíèå (1.34) çàïèøóòñÿ â âèäå

G : u1 = u, v1 = v + θ, θ ∈ R1,

Φ

(
u,
dv

du
, . . . ,

dnv

dun

)
= 0.

Óðàâíåíèå â íîâûõ ïåðåìåííûõ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
ïåðåíîñîâ, òàê êàê ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
êàêîé-ëèáî ãðóïïû íå çàâèñèò îò âûáîðà ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ïîñëå
çàìåíû, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ðàññìàòðèâàåìóþ ãðóïïó ê ãðóïïå ïåðåíî-
ñîâ, ìû ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ (1.44), íå çàâèñÿùåìó ÿâíî îò ïåðåìåííîé
v. Âîçüì¼ì

z(u) =
dv

du
=
d lnx

dt
=
dx/dt

x
.

Îòñþäà èìååì

x′ = xz, x′′ = x′z + xz′ = x(z2 + z′), . . . ,

x(n) = xσn

(
z, z′, . . . , z(n−1)

)
.
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Â ðåçóëüòàòå

F
(
t, x, x′, . . . , x(n)

)
= F

(
t, xz, x(z2 + z′), . . . , xσn

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
=

= xkF
(
t, z, z2 + z′, . . . , σn

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= xkΨ

(
t, z, . . . , z(n−1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.34) â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ îò-
íîñèòåëüíî ôóíêöèè z(t) áóäåò (n− 1)-ãî ïîðÿäêà è ïðèìåò âèä

Ψ
(
t, z, z′, . . . , z(n−1)

)
= 0.

â) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïðè α > 0:

F

(
αt, αx,

dx

dt
,

1

α

d2x

dt2
, . . . ,

1

αn−1

dnx

dtn

)
= αkF (t, x, x′, . . . , x(n)).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.34) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû ðàñòÿæåíèé

G : τ = αt, η = αx, α ∈ (0,+∞). (1.47)

Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (1.39), (1.40) ïðè t > 0, íàéä¼ì íîâûå ïå-
ðåìåííûå, â êîòîðûõ ãðóïïà G, äåéñòâóþùàÿ íà R2

+, ïîäîáíà ãðóïïå
ïåðåíîñîâ:

u =
x

t
, v = ln t, θ = lnα.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (1.34) â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò
âèä (1.44). Çàìåíà

z(u) =
dv

du
=
dv

dt

dt

du
=

1

x′ − x/t
, x′ − x/t 6= 0

ïîíèæàåò ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1.34). Ïðîèçâåä¼ì ïðîöåäóðó ïîíèæå-
íèÿ ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû:

dx

dt
=

1

z(u)
+ u,

d2x

dt2
=
du

dt

d

du

[
1

z(u)
+ u

]
=

1

t

1

z(u)

[
1− z′

z2

]
, . . . ,

dnx

dtn
=

1

tn−1
σn(z, z′, . . . , z(n−1)), n > 1.
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Ôóíêöèÿ σn íå ñîäåðæèò ÿâíî u. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1.34)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = F

(
t, tu,

1

z(u)
+ u,

1

t

1

z(u)

[
1− z′

z2

]
, . . . ,

1

tn−1
σn

)
=

= tkF (1, u,
1

z(u)
+ u, . . . , σn) = tkΨ(u, z, z′, . . . , z(n−1)) = 0.

Òàê êàê t > 0, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z(u) ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå (n− 1)-ãî ïîðÿäêà:

Ψ(u, z, z′, . . . , z(n−1)) = 0. (1.48)

Ïðè òàêîì ñïîñîáå ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîòåðÿòü
ðåøåíèÿ âèäà

x′ − x/t = 0⇒ x = Ct, C − ïîñòîÿííàÿ,

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.
Íà ïðàêòèêå òàêæå ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåìåííûå

(t, x) âûðàæàþò ÷åðåç (u, v) è â óðàâíåíèè (1.34) äåëàþò çàìåíó:

t = ev, x = uev.

Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

dx

dt
=
dx

dv

dv

dt
= e−v

[
ev
du

dv
+ evu

]
=
du

dv
+ u,

d2x

dt2
= e−v

d

dv

[
du

dv
+ u

]
, . . . ,

dnx

dtn
= e−(n−1)vχn(u, u′, . . . , u(n)).

Ôóíêöèÿ χ íå ñîäåðæèò ÿâíî v. Òîãäà

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = F

(
ev, evu,

du

dv
+ u, . . . , e−(n−1)vχn

)
=

= ekvF

(
1, u,

du

dv
+ u, . . . , χn

)
= 0.

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà

F

(
1, u,

du

dv
+ u, . . . , χn

)
= 0,
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êîòîðîå íå ñîäåðæèò ÿâíî v. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïîðÿäîê ìîæíî ïîíè-
çèòü íà åäèíèöó (ñì. ïóíêò à)), ïîëîæèâ p(u) = du/dv. Åñëè òåïåðü â
óðàâíåíèè äëÿ p(u) ñäåëàòü çàìåíó p(u) = 1/z(u), òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè z(u) ìû îïÿòü ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ (1.48).

ã) Â ýòîì ïóíêòå ìû îáîáùèì ðåçóëüòàòû ïóíêòà â) è ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèå (1.34) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
ðàñòÿæåíèé:

G : τ = αt, η = αmx, α ∈ (0,∞).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èíâàðèàíòîì ãðóï-
ïû ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u = x/tm. Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
è êàíîíè÷åñêîãî ïàðàìåòðà âîçüì¼ì ñëåäóþùèå:

u =
x

tm
, v = ln t, θ = ln α.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ u, v ãðóïïà G áóäåò ïîäîáíà ãðóïïå ïåðåíîñîâ:

ũ = u, ṽ = v + θ, θ ∈ R1.

Óðàâíåíèå (1.34) â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä (1.44). Ïðîèçâå-
ä¼ì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó:

z(u) =
dv

du
=
dv

dt

dt

du
=

1

t

tm+1

tx′ −mx
, tx′ −mx 6= 0.

Îòñþäà
du

dt
=

1

tz(u)
, z(u) =

tm

tx′ −mx
.

Â ðåçóëüòàòå

x′ = tm−1

[
mu+

1

z(u)

]
,

x′′ = tm−2

[
(m− 1)

(
mu+

1

z(u)

)
+

1

z(u)

d

du

(
mu+

1

z(u)

)]
.

Àíàëîãè÷íî,

x(n) = tm−nσn(u, z, . . . , zn−1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = F

(
t, tmu, tm−1

(
mu+

1

z(u)

)
, . . . , tm−nσn

)
=

= tkF

(
1, u,mu+

1

z(u)
, . . . , σn(u, z, . . . zn−1)

)
=

= tkΨ(u, z, z′, . . . , zn−1) = 0⇒ Ψ(u, z, z′, . . . , zn−1) = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîíèçèëè ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Ïðè òàêîì ñïîñîáå
ïîíèæåíèÿ ìîæíî ïîòåðÿòü ðåøåíèå âèäà

tx′ −mx = 0⇒ dx

x
=
mdt

t
⇒ x = Ctm.

Èõ ñóùåñòâîâàíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. Îä-
íàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåìåííûå
(t, x) âûðàæàþò ÷åðåç (u, v) è â óðàâíåíèè (1.34) ïðîèçâîäÿò çàìåíó:

t = ev, x = uemv. (1.49)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå, áóäåì èìåòü

dx

dt
=
dx

dv

dv

dt
= e(m−1)v

(
mu+

du

dv

)
,

d2x

dt2
= e−v

d

dv

[
e(m−1)v

(
mu+

du

dv

)]
=

= e(m−2)v

[
m(m− 1)u+ (2m− 1)

du

dv
+
d2u

dv2

]
, . . . ,

dnx

dtn
= e(m−n)vσn(u, . . . , u(n)). (1.50)

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

F
(
ev, uev, . . . , e(m−n)vσn

(
u, . . . , u(n)

))
= ekvF

(
1, u, . . . , σn

(
u, . . . , u(n)

))
,

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå èç ïóíêòà à). Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïóíêòå
íå áûëè èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ Ëè.

Ïðèìåð 1.4.2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

t2xx′′ = (x− tx′)2. (1.51)

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå (1.51) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû (1.47). Ïðîèçâåä¼ì â í¼ì ïðè t > 0 çàìåíó (ñì.
ñëó÷àé â)):

x = tu, x′ = u+
1

z(u)
, x′′ =

z2 − z′

tz3
.

Ôóíêöèÿ z(u) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áåðíóëëè:

uz′ + z = uz2.
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Ïîëîæèâ äàëåå p(u) = 1/z(u), äëÿ îïðåäåëåíèÿ p(u) ïîëó÷èì ëèíåéíîå
óðàâíåíèå:

up′ − p = −u.

Ðåøèâ åãî, íàéä¼ì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè x(t):

dx

dt
= −x

t
ln
x

t
+
x

t
.

Îíî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Åãî èíòåãðèðîâàíèå ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.51) íà èíòåðâàëå (0,+∞):

x = C2te
−C1

t . (1.52)

Çäåñü C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Íà èíòåðâàëå (−∞, 0) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.51) íàõîäÿòñÿ àíàëî-

ãè÷íî è èìåþò òîò æå âèä (1.52). Åñëè ïîëîæèòü C1 = 0 â ôîðìóëå
(1.52), òî ôóíêöèè x = C2t áóäóò òàêæå ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.51) íà
èíòåðâàëå (−∞,+∞). Îòìåòèì, ÷òî âñå ôóíêöèè, îïèñûâàåìûå ôîð-
ìóëîé (1.52) ïðè t > 0, C1 > 0 è t < 0, C1 < 0, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñîîò-
âåòñòâåííî ïðè t→ ±0. Äîîïðåäåëèì èõ ïðè t = 0 çíà÷åíèåì, ðàâíûì
íóëþ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íà èíòåðâàëå (−∞, 0) ñîâ-
ïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.51) ïðè êàêîì-ëèáî çíà÷åíèè ïîñòî-
ÿííîé C1 > 0. Îíà áóäåò îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t è äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå. Ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè òàêæå
áóäóò ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1.51) íà èíòåðâàëå (−∞,+∞).♦

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííûõ (1.49) ïðè m = 1 òåõ-

íè÷åñêè óïðîùàåò èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, íàëè÷èå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðå-
îáðàçîâàíèé ó óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò åãî ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, âûïðÿì-
ëÿþùèõ ãðóïïó (ò.å. ãðóïïà ïðèâîäèòñÿ ê ãðóïïå ïàðàëëåëüíîãî ïåðå-
íîñà), îíî íå áóäåò ñîäåðæàòü ÿâíî îäíó èç íèõ.

Ïðèìåð 1.4.3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2

3
txx′ =

√
x4 − t6 + x2, t > 0. (1.53)

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå (1.53) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ðàñ-
òÿæåíèé:

G : τ = αt, η = α3/2x, α > 0.
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Çäåñü α0 = 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1.39), (1.40):

dτ

τ
=

2

3

dη

η
= dθ = d lnα, τ = t, η = x ïðè θ = 0.

Å¼ ðåøåíèå ïðè t > 0 èìååò âèä

η

τ3/2
=

x

t3/2
, ln τ = ln t+ θ.

Ââåä¼ì êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå

u =
x

t3/2
, v = ln t. (1.54)

Â ïóíêòå â) ýòè ïåðåìåííûå áûëè ââåäåíû áåç èñïîëüçîâàíèÿ óðàâ-
íåíèé Ëè.

Ïåðåéä¼ì â óðàâíåíèè (1.53) ê ïåðåìåííûì (1.54). Èìååì äëÿ ïðî-
èçâîäíîé

du

dv
= −3

2
u+ t−1/2x′. (1.55)

Èñïîëüçóÿ (1.54) è (1.55), ïîëó÷èì óðàâíåíèå, êîòîðîå íå ñîäåðæèò
ÿâíî ïåðåìåííóþ v:

1

3

d(u2)

dv
=
√
u4 − 1.

Åãî èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò

x2 = Ct6 +
1

4C
, t ≥ (2C)−1/3, C > 0; x2 = |t|3. (1.56)

Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (1.56) çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïî-
ñòîÿííîé C. Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.53) ïðè çíà-
÷åíèÿõ ïåðåìåííîé t < 0. Îíè èìåþò òîò æå ñàìûé âèä (1.56), íî
äëÿ ðåøåíèé, îïèñûâàåìûõ ïåðâîé ôîðìóëîé ïðè t ≤ −(2C)−1/3. Èñ-
ïîëüçóÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.53), íàéäåííûå íà èíòåðâàëàõ (−∞, 0)

è (0,+∞), íåòðóäíî òàêæå ïîñòðîèòü ôóíêöèè, êîòîðûå áóäóò îïðå-
äåëåíû ïðè âñåõ t, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íóëå è ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ íà èíòåðâàëå (−∞,+∞).♦

Ïðèìåð 1.4.4. Ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è Êîøè ([9], �7, 65):

t2x′′ + 2t2xx′ + 2tx2 − 2x = 0,

a) x(1) = −1, x′(1) = 1; b) x(1) = 2, x′(1) = 0.
(1.57)
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ðàñòÿæåíèé t → αt, x → αmx. Ïðè
m = −1 óðàâíåíèå (1.57) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðóïïû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (1.49) êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè áóäóò

u = tx, v = ln t. (1.58)

Îòñþäà íàõîäèì

z(u) =
dv

du
=
dv

dt

dt

du
=

1

t

t

t2x′ + õ
=

1

t2x′ + u
⇒


du
dt = 1

z
dv
dt = 1

tz

x′ = t−2

(
−u+

1

z

) ;

x′′ =
d

dt

[
t−2

(
−u+

1

z

)]
= − 2

t3

(
−u+

1

z

)
+

1

t2
1

tz

d

du

(
−u+

1

z

)
⇒

⇒ x′′ = t−3

(
2u− 3

z
− z′

z3

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ x′ è x′′ â óðàâíåíèå (1.57), ïîëó÷èì

2u

t
− 3

tz
− z′

tz3
− 2u2

t
+

2u

tz
+

2u2

t
− 2u

t
= 0⇒

⇒ z′ = (2u− 3)z2 ⇒ z =
1

3u− u2 + C
⇒

⇒ x′ =

[
t−2

(
−u+

1

z

)]
= t−2

(
2u− u2 + C

)
= t−2

(
2tx− t2x2 + C

)
⇒

⇒ x′ =
2x

t
− x2 +

C

t2
.

Åñëè ïîñòîÿííàÿ C íå ðàâíà íóëþ, òî â èòîãå ìû ïîëó÷èëè óðàâ-
íåíèå Ðèêêàòè.

a) Íàéä¼ì ïîñòîÿííóþ C, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(1) = −1,

x′(1) = 1. Â ðåçóëüòàòå èìååì

1 = −2− 1 + C ⇒ C = 4⇒ x′ =
2x

t
− x2 +

4

t2
− óðàâíåíèå Ðèêêàòè.

Åãî ðåøåíèå � x = − 1
t . Îíî óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì à).
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b) Åñëè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè áóäóò x(1) = 2, x′(1) = 0, òî C = 0

è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áåðíóë-
ëè: x′ = 2x

t − x
2. Åãî ðåøåíèåì áóäåò ôóíêöèÿ

x =
6t2

1 + 2t2
.♦

Çàìå÷àíèå 1.4.5. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (1.49) è (1.50),
òî äëÿ x′ è x′′ áóäåì èìåòü

t = ev, x = e−vu⇒

⇒ x′ = e−2v(u′ − u), x′′ = e−3v (2u− 3u′ + u′′) . (1.59)

Îòñþäà íàõîäèì
u′′ − 3u′ + 2uu′ = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü íàéäåííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèà-
ëîì. Åãî èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò

u′ + u2 − 3u = C.

Èç a) ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ (1.59)(v = lnt⇒ v = 0, t = 1 ):

1 = u′ − u, u(0) = −1⇒ u′(0) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, C = 4 è u′ = 3u− u2 + 4. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

x′ = t−2
(
−u2 + 3u+ 4− u

)
= t−2

(
−t2x2 + 2tx+ 4

)
⇒

⇒ x′ = −x2 +
2x

t
+

4

t2
− óðàâíåíèå Ðèêêàòè.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì à), áóäåò ôóíêöèÿ x = − 1

t . Â ñëó÷àå íàëüíûõ óñëîâèé b) áóäåì

èìåòü: Ñ = 0⇒ x = 6t2

1+2t3 . ♦
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Ãëàâà 2

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è Êîøè. Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèé.

Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåðàçðåøåííûå

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Îñîáîå ðåøåíèå.

Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

îò ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

äëÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

dxi
dt

= fi(t, x1, · · · , xn), i = 1, n.

Ôóíêöèè fi(t, ~x) = fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, n îïðåäåëåíû â îáëàñòè
Ω ⊆ Rn+1

t,~x . Ââåä¼ì âåêòîð-ôóíêöèè, îòîæäåñòâëÿÿ èõ ñî ñòîëáöàìè:

~x(t) = colon (x1(t), · · · , xn(t)) , ~f(t, ~x) = colon (f1(t, ~x), · · · , fn(t, ~x)) .

Ïîä äèôôåðåíöèðîâàíèåì âåêòîð-ôóíêöèé áóäåì ïîíèìàòü èõ ïî-
êîìïîíåíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå: ~f ′(t) = colon(f ′1(t), · · · , f ′n(t)). Òî-
ãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî âåêòîðíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d~x

dt
= ~f(t, ~x), (t, ~x) ∈ Ω. (2.1)

Ñëîâà âåêòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ñèñòåìà äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé íèæå ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
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Â êà÷åñòâå íîðìû âåêòîðà ~x áåð¼òñÿ åâêëèäîâà íîðìà â n-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, à èìåííî: ‖~x‖ =

√
n∑
i=0

x2
i . Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíê-

öèÿ ~f(t, ~x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

~f(t, ~x) ∈ C(Ω); (2.2)

~f(t, ~x) ∈ Lip~x
(
ΩL
)
. (2.3)

Èç óñëîâèÿ (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ~f(t, ~x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ~x (ðàâíîìåðíî ïî t) â ëþáîé çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ΩL òàêîé, ÷òî ΩL ⊂ Ω. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ΩL ⊂ Ω ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L > 0 òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáûõ òî÷åê (t, ~x), (t, ~y) ∈ ΩL ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥∥~f(t, ~x)− ~f(t, ~y)

∥∥∥ 6 L ‖~x− ~y‖ .
Ïîñòîÿííàÿ L = inf L íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà. Åå âåëè-

÷èíà çàâèñèò êàê îò âèäà ôóíêöèè ~f(t, ~x), òàê è îò îáëàñòè ΩL.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ~f(t, ~x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà ïî ~x â îáëàñòè Ω, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ òî÷åê (t, ~x), (t, ~y) ∈ Ω ñïðàâåäëèâî âûøåïðèâåäåííîå íåðàâåí-
ñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü:

~f(t, ~x) ∈ Lip~x(Ω).

Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû âåêòîðà âûòåêàåò, ÷òî åñëè óñëîâèå Ëèïøèöà
ñïðàâåäëèâî äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ êàæäîé
å¼ êîîðäèíàòíîé êîìïîíåíòû.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ ~ϕ(t), îïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåð-
âàëå J , íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1), åñëè

1) ~ϕ(t) ∈ C1(J);

2) (t, ~ϕ(t)) ⊂ Ω äëÿ ëþáîãî t ∈ J ;

3)
d~ϕ

dt
= ~f(t, ~ϕ(t)) äëÿ ëþáîãî t ∈ J.

Çàäà÷à Êîøè. Ïóñòü òî÷êà (t0, ~x0) ∈ Ω. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøå-
íèå ~x = ~ϕ(t) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) òàêîå, ÷òî

~ϕ(t0) = ~x0. (2.4)
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Óñëîâèÿ (2.4) íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûìè.
Çàäà÷à Êîøè îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d~x

dt
= ~f(t, ~x), ~x(t0) = ~x0, (t0, ~x0) ∈ Ω. (2.5)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.5) ñóùåñòâó-
åò, åñëè ñóùåñòâóåò èíòåðâàë J 3 t0 è ðåøåíèå ~x = ~ϕ(t), îïðåäåë¼ííîå
íà íåì, òàêîå, ÷òî ~ϕ(t0) = ~x0. Êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn+1

t,~x , ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ ãðàôèêîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1), íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ~f(t, ~x) äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííûì

xi, i = 1, n â âûïóêëîé îáëàñòè Ω. Åñëè âñå åå ïðîèçâîäíûå ∂fi
∂xj

, i, j =

= 1, n îãðàíè÷åíû â îáëàñòè Ω, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ L > 0,

÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê (t, ~x), (t, ~y) ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà
~f(t, ~x) ∈ Lip~x(Ω).

Åñëè íà [a, b] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ~x = ~ϕ(t), òî

ïî îïðåäåëåíèþ íà [a, b] âåêòîð-ôóíêöèÿ ~ψ(t) =
t∫
t0

~ϕ(τ)dτ, t0, t ∈ [a, b]

èìååò êîîðäèíàòû ψi(t) =
t∫
t0

ϕi(τ)dτ, i = 1, n, t0, t ∈ [a, b].

Ëåììà 2.2. Äëÿ ~ϕ(t) ∈ C([a, b]) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

~ϕ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ 6
∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖~ϕ(τ)‖dτ

∣∣∣∣∣∣ , t, t0 ∈ [a, b].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ðàçîáü¼ì [a, b] íà k ÷àñòåé: ti = t0 +

+ iδ, δ = t−t0
k , i = 1, k. Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà îò

âåêòîð-ôóíêöèè è ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ‖~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xk‖ 6 ‖~x1‖+

+ ‖~x2‖+ · · ·+ ‖~xk‖ èìååì∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

~ϕ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ = lim
k→∞

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

~ϕ(ti)δ

∥∥∥∥∥ 6 lim
k→∞

k∑
i=1

‖~ϕ(ti)‖|δ| =

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖~ϕ(τ)‖dτ

∣∣∣∣∣∣ .
�
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2.2. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(2.5) áóäåò äîêàçàíà ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé Ïèêàðà.
Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò òàêæå ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü ðåøåíèå. Ïåð-
âûì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò çàäà÷è Êîøè ê èí-
òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ïîêàæåì, ÷òî íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(2.5) íà J ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

~x = ~x0 +

t∫
t0

~f(τ, ~x(τ))dτ, t0, t ∈ J. (2.6)

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Âåêòîð-ôóíêöèÿ ~ϕ(t), îïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåðâà-
ëå J , íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì âåêòîðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6),
åñëè

1) ~ϕ(t) ∈ C(J);

2) (t, ~ϕ(t)) ∈ Ω äëÿ ëþáîãî t ∈ J ;

3) äëÿ ëþáîãî t ∈ J âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

~ϕ(t) = ~x0 +

t∫
t0

~f(τ, ~ϕ(τ))dτ, t0 ∈ J.

Ëåììà 2.3. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ ~ϕ(t) ∈ C1(J) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è Êîøè (2.5), òî îíà òàêæå áóäåò ðåøåíèåì âåêòîðíî-

ãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6). Íàîáîðîò, åñëè âåêòîð ôóíêöèÿ

~ϕ(t) ∈ C(J) � ðåøåíèå âåêòîðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6), òî
îíà òàêæå áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.5).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Åñëè ~ϕ(t) ∈ C1(J) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è Êîøè (2.5), òî ïðè t ∈ J ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

d~ϕ

dt
≡ ~f(t, ~ϕ(t)).

Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå åãî ÷àñòè îò t0 äî t, ïîëó÷èì, ÷òî ~ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì (2.6).
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Ïóñòü òåïåðü ~ϕ(t) ∈ C(J) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âåêòîðíîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6). Ïîäñòàâèâ ~ϕ(t) â (2.6), ïîëó÷èì òîæäåñòâî

~ϕ(t) ≡ ~x0 +

t∫
t0

~f(τ, ~ϕ(τ))dτ, t, t0 ∈ J.

Ïðè t = t0 èìååì ~ϕ(t0) = ~x0. Ñïðàâà â òîæäåñòâå ñòîèò äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó ~ϕ(t) òàêæå ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ.
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ åãî, íàõîäèì d~ϕ(t)

dt ≡ ~f(t, ~ϕ(t)). Çíà÷èò, ~ϕ(t) �
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.5). �

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (t0, ~x0) ∈ Ω. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç R îòêðûòûé öèëèíäð:

R =
{

(t, ~x) : |t− t0| < a, ‖~x− ~x0‖ < b, R ⊂ Ω
}

c öåíòðîì â òî÷êå (t0, ~x0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M = max(t,~x)∈R |f(t, ~x)|,
h = min

(
a, bM

)
. ×åðåç Q îáîçíà÷èì îòêðûòûé öèëèíäð

Q =
{

(t, ~x) : |t− t0| < h, ‖~x− ~x0‖ < b, Q̄ ⊆ R̄ ⊂ Ω
}

òàêæå ñ öåíòðîì â òî÷êå (t0, ~x0).
Îòðåçîê [t0−h; t0+h] ñ îïðåäåë¼ííûì âûøå h íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì

Ïåàíî. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ Ïèêàðà íà îòðåçêå
Ïåàíî.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ôóíêöèè âèäà

~ϕ0(t) = ~x0,

· · · · · · · · · · · · ,

~ϕn(t) = ~x0 +

t∫
t0

~f(τ, ~ϕn−1(τ))dτ, n ∈ N ; t, t0 ∈ J, (2.7)

îïðåäåë¼ííûå íà îòðåçêå [t0−h; t0+h], íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
ïðèáëèæåíèÿìè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6) íà îòðåçêå
Ïåàíî [t0 − h; t0 + h].

Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (2.7) îïðå-
äåëåíû íà îòðåçêå Ïåàíî, ïðè÷¼ì ïðè t ∈ [t0 − h; t0 + h] ñïðàâåäëè-
âî âêëþ÷åíèå (t, ~ϕn(t)) ∈ Q. Íèæå îòðåçîê Ïåàíî áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
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Jp(t0, ~x0), òàê êàê åãî äëèíà çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè (t0, ~x0) ∈ Ω.
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè (îñíîâíóþ òåîðåìó), êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû
Ïèêàðà [8, 10].

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ~f(t, ~x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì (2.2),(2.3). Òîãäà
1) äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, ~x0) ∈ Ω ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ~ϕ(t) çàäà÷è

Êîøè (2.5), îïðåäåë¼ííîå íà îòðåçêå Ïåàíî Jp(t0, ~x0);

2) åñëè äâà ðåøåíèÿ ~ϕ(t) è ~ψ(t) ñîâïàäàþò õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà-

÷åíèè t0, ò.å. ~ϕ(t0) = ~ψ(t0) , òî îíè ñîâïàäàþò ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

ïåðåìåííîãî t, ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî îïðåäåëåíû.

• Ñóùåñòâîâàíèå.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ðàçî-
áü¼ì íà òðè ýòàïà.

1. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî âñå ôóíêöèè (2.7) {~ϕn} , n ∈ {0} ∪ N ,
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îïðåäåëåíû, íåïðåðûâíû íà îòðåçêå
Ïåàíî Jp(t0, ~x0) è (t, ~ϕ(t)) ∈ Q. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n ∈ {0} ∪N èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà ‖~ϕn(t)− ~x0‖ 6 b, |t− t0| 6 h.
Âîçüì¼ì ~ϕ0(t) = ~x0, t ∈ Jp(t0, ~x0). Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè íå âûõîäèò

èç Q̄. Âîçüì¼ì äàëåå ~ϕ1(t) = ~x0 +
t∫
t0

~f(τ, ~ϕ0(τ))dτ . Îòñþäà ïîëó÷àåì

‖~ϕ1(t)− ~x0‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

~f(τ, ~ϕ0(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥ 6
∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥~f(τ, ~ϕ0(τ))
∥∥∥dτ

∣∣∣∣∣∣ 6M |t− t0| ,
òàê êàê Q̄ ⊆ R̄ è

∥∥∥~f(τ, ~ϕ0(τ))
∥∥∥ 6 M . Âñïîìèíàÿ, ÷òî h = min

(
a, bM

)
,

íàõîäèì: ‖~ϕ1 − ~x0‖ 6M |t− t0| 6Mh 6 b. Òàêèì îáðàçîì, (t, ~ϕ1) ∈
∈ Q, t ∈ Jp(t0, ~x0). Ïóñòü íàøå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ~ϕn−1(t),
òîãäà äëÿ ~ϕn(t) èç (2.7) èìååì

‖~ϕn − ~x0‖ 6

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥~f(τ, ~ϕn−1(τ))
∥∥∥dτ

∣∣∣∣∣∣ 6M |t− t0| 6Mh 6 b. (2.8)

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (2.7) îïðåäåëå-
íû äëÿ t ∈ Jp(t0, ~x0). Íåïðåðûâíîñòü ~ϕn(t) ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè ~f(t, ~x) â îáëàñòè Ω.
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2. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2.7), îïðåäåëåííàÿ íà
îòðåçêå Ïåàíî Jp(t0, ~x0), ñõîäèòñÿ íà íåì ðàâíîìåðíî. Îòñþäà áóäåò
ñëåäîâàòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ~ϕ(t) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå Ïå-
àíî. Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.7) ðàâíîñèëüíà
ñõîäèìîñòè ðÿäà

~S = ~ϕ0 + (~ϕ1 − ~ϕ0) + (~ϕ2 − ~ϕ1) + . . . (2.9)

×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà ~Sn = ~ϕn(t). Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.9) íà îòðåçêå Ïåàíî ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.7). Ïîñòðîèì ìàæîðèðóþùèé ðÿä äëÿ
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (2.9). Èñïîëüçóÿ (2.7), ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
~ϕ2 − ~ϕ1. Èìååì

‖~ϕ2 − ~ϕ1‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

~f(τ, ~ϕ1)dτ −
t∫

t0

~f(τ, ~ϕ0)dτ

∥∥∥∥∥∥ 6
6

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥~f(τ, ~ϕ1)− ~f(τ, ~ϕ0)
∥∥∥dτ

∣∣∣∣∣∣ 6 L
∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖~ϕ1(τ)− ~ϕ0(τ)‖dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 L

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

M |t− t0|dτ

∣∣∣∣∣∣ 6ML
(t− t0)2

2
.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ è èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè, ïîëó÷èì

‖~ϕn − ~ϕn−1‖ 6MLn−1 (t− t0)n

n!
. (2.10)

Èç îöåíêè (2.10) âûòåêàåò, ÷òî ðÿä (2.9) ìàæîðèðóåòñÿ íà îòðåçêå Ïå-
àíî Jp(t0, ~x0) ÷èñëîâûì ðÿäîì:

‖~ϕ0‖+Mh+ML
h2

2
+ . . .+MLn−1h

n

n!
+ . . . (2.11)

Ðÿä (2.11) ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà, à çíà÷èò, ïî ïðèçíàêó
Âåéåðøòðàññà ðÿä (2.9) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâíî-
ìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà îòðåçêå Ïåàíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.7):

~ϕn(t)⇒ ~ϕ(t), n→∞.
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Ñîãëàñíî òåîðåìàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
~ϕ(t) ∈ C([t0 − h, t0 + h]).

3. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê ïðåäåëüíîé ôóíêöèÿ ~ϕ(t), t ∈
∈ Jp(t0, ~x0), íå âûõîäèò èç çàìêíóòîé îáëàñòè Q è îíà óäîâëåòâîðÿåò
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (2.6). Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (2.8) è ïå-
ðåéäåì â íåì ê ïðåäåëó ïðè n→∞. Òîãäà ‖~ϕ(t)−~x0‖ 6 b, t ∈ Jp(t0, ~x0).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ ~ϕ(t), t ∈ Jp(t0, ~x0), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6). Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü∥∥∥∥∥∥

t∫
t0

~f(τ, ~ϕ(τ))dτ −
t∫

t0

~f(τ, ~ϕn(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥ 6
6

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥~f(τ, ~ϕ(τ))− ~f(τ, ~ϕn(τ))
∥∥∥dτ

∣∣∣∣∣∣ 6 L
∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖ϕ(τ)− ϕn(τ)‖dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 L sup

|t−t0|6h
|~ϕ(t)− ~ϕn(t)| ·

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

dτ

∣∣∣∣∣∣ 6 hL sup
|t−t0|6h

‖~ϕ(t)− ~ϕn(t)‖ ⇒
n→∞

0.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðåäåëó n→∞ â (2.7). Òîãäà ïîëó÷èì

~ϕ(t) = ~x0 +

t∫
t0

~f(τ, ~ϕ(τ))dτ, t ∈ Jp(t0, ~x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ~ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.6),
êîãäà t ∈ Jp(t0, ~x0). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ~ϕ(t) èìååò ïðîèçâîäíóþ
ñïðàâà â òî÷êå t0 − h è ñëåâà â òî÷êå t0 + h è ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû
çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f(t, ~ϕ(t)) â ýòèõ òî÷êàõ.
• Åäèíñòâåííîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ïîñòðîåííî-

ãî ðåøåíèÿ ðàçîáü¼ì íà äâà ýòàïà [7].
1. Ïóñòü ~x = ~ϕ(t) è ~x = ~ψ(t) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.5) ïðè

t ∈ Jp(t0, ~x0) è ~φ(t0) = ~ψ(t0). Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé öèëèíäð Qβ :

Qβ =
{

(t, ~x) : |t− t0| 6 β, ‖~x− ~x0‖ 6 b, Qβ ⊆ Q
}
.

Çíà÷åíèå β áóäåò âûáðàíî íèæå. Èìååì

‖~ϕ(t)− ~ψ(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

[f(τ, ~ϕ(τ))− f(τ, ψ(τ))] dτ

∥∥∥∥∥∥ 6
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6

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥~f(τ, ~ϕ(τ))− ~f(τ, ~ψ(τ))
∥∥∥dτ

∣∣∣∣∣∣ 6 L
∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖~ϕ(τ)− ~ψ(τ)‖dτ

∣∣∣∣∣∣ 6
6 βL sup

|t−t0|6β
‖~ϕ(t)− ~ψ(t)‖.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

sup
|t−t0|6β

|~ϕ(t)− ~ψ(t)| 6 Lβ sup
|t−t0|6β

|~ϕ− ~ψ|.

Âûáåðåì βL < 1 è ïîëîæèì β < min
{
a; b

M ; 1
L

}
. Íåðàâåíñòâî áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ, åñëè òîëüêî ~ϕ(t) = ~ψ(t), |t− t0| 6 β.
2. Ïóñòü ~x = ~ϕ(t) è ~x = ~ψ(t) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.5), îïðå-

äåëåííûå îäíîâðåìåííî íà èíòåðâàëå (α1, α2) è t0 ∈ (α1, α2). Äîêàæåì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ~ϕ(t) = ~ψ(t) ïðè t ∈ (α1, α2). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå, à èìåííî: ñóùåñòâóåò t∗ ∈ (α1, α2) òàêîå, ÷òî ~ϕ(t∗) 6= ~ψ(t∗), t∗ 6= t0.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî t∗ > t0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
P , äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ~ϕ(t) = ~ψ(t), t ∈ [t0, t

∗). Ïîêàæåì, ÷òî
ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòîå. Âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn} ∈ P . Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {τn} ïðåäïîëàãàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê τ . Òîãäà â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ~ϕ(t) è ~ψ(t) áóäåì èìåòü

~ϕ(τ) = lim
n→∞

~ϕ(τn) = lim
n→∞

~ψ(τn) = ~ψ(τ).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî τ ∈ P . Çíà÷èò, P � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Îáî-
çíà÷èì supP = T, ~xT = ~ϕ(T ), (T < t∗). Ðàññìîòðèì òî÷êó (T, ~xT ) è ïî-
ñòàâèì â íåé çàäà÷ó Êîøè. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòðåçîê [T, T + β], β > 0,
íà êîòîðîì ðåøåíèÿ ~ϕ(t) è ~ψ(t) ðàâíû. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ,
à èìåííî: T íå ìîæåò áûòü òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà P .

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.5)
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.2) (òåîðåìà Ïåàíî). Äëÿ åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî äîïîëíèòåëüíî íàëîæèòü óñëîâèå Ëèïøèöà.♦

Çàìå÷àíèå 2.2.2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé óðàâíåíèÿ x′ = f(t, x). Åñëè
ôóíêöèÿ f(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.2) è (2.3), òî êàæäàÿ òî÷êà
(t0, x0) ∈ Ω îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ U(t0, x0), â êîòîðîé âñå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ x′ = f(t, x) îïèñûâàþòñÿ îáùèì ðåøåíèåì x = ϕ(t, C)

[5, 10].♦
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Çàìå÷àíèå 2.2.3. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïîçâîëÿåò
îöåíèòü ðåøåíèå ~ϕ(t). Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ~ϕn(t), ïîëó÷èì îöåíêó:
‖~ϕ− ~ϕn‖ 6MLn hn+1

(n+1)! , |t− t0| 6 h.♦

2.3. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàé-
ä¼òñÿ îòðåçîê [t0 − h, t0 + h], íàçûâàåìûé îòðåçêîì Ïåàíî, íà êîòîðîì
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.5) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åãî äëèíà çàâè-
ñèò îò âûáîðà òî÷êè (t0, ~x0) ∈ Ω. Êàê áûëî îïðåäåëåíî ðàíåå, âåëè÷èíà
h = min(a, bM ). Çäåñü M = inf

(t,~x)∈R̄
‖~f(t, ~x)‖, ãäå ÷åðåç R îáîçíà÷åí öè-

ëèíäð R = {(t, ~x) : |t − t0| < a, ‖~x − ~x0‖ < b, R̄ ∈ Ω}. ×èñëà a è b

âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû çàìêíóòûé öèëèíäð R̄ ïðèíàäëåæàë îáëàñòè
Ω. Ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

dx

dt
= x2 + 1, x(0) = 0, (t, x) ∈ R2. (2.12)

Å¼ ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ x = tg t, t ∈ (−π2 ,
π
2 ). Â êà÷åñòâå ïðÿ-

ìîóãîëüíîé îáëàñòè âîçüì¼ì R = {(t, x) : |t| < 1, ‖x‖ < b,R ∈ R2}.
Òîãäà M = max

(t,x)∈R
|x2 + 1| = b2 + 1, à h = min(1, bM ) = b

b2+1 . Îñíîâíàÿ

òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.12) â çà-
ìêíóòîì ïðÿìîóãîëüíèêå Q = {(t, x) : |t| ≤ h, ‖x‖ ≤ b}, â êîòîðîì âå-
ëè÷èíà h ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òàê
êàê M = b2 + 1, òî b

M = b
b2+1 . Ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû

h áóäåò h∗ = max b
M = max b

b2+1 , b > 0. Åñëè b ∈ (0,∞), òî ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå h äîñòèãàåòñÿ ïðè b = 1 è ðàâíî h∗ = 1

2 . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî h ≤ 1

2 . Åñëè òåïåðü, íàïðèìåð, âçÿòü b = 2, òî h = 2
5 .

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðîìåæóòêàõ (−π2 ,−h) è (h, π2 ) èìåþòñÿ ÷àñòè èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0, 0). Âîçíèêàåò âîïðîñ:
êàê ïîêàçàòü èõ ñóùåñòâîâàíèå, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.12) áû-
ëî áû íåèçâåñòíî? Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû (î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
íà îáùåì ïðîìåæóòêå îïðåäåëåíèÿ) ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü óêàçàííóþ
òðóäíîñòü. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ðåøåíèå ~ϕ(t), t ∈< a, b >, ñèñòåìû (2.1) íàçûâà-
åòñÿ ïðîäîëæàåìûì âïðàâî, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ~ψ(t), t ∈
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∈< a, b1 >,< a, b >⊂< a, b1 >, òàêîå, ÷òî åãî ñóæåíèå íà ïðîìåæóòîê
< a, b > ñîâïàäàåò ñ ~ϕ(t), ò.å. ~ϕ(t) = ~ψ(t), t ∈ < a, b >. Åñëè b = b1, òî
(a, b) ⊂ (a, b].

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå âëåâî. Ñëîâà ðåøåíèå ïðî-
äîëæàåìî è ðåøåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü èìåþò îäèí è òîò æå ñìûñë.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Ðåøåíèå ~ϕ(t), t ∈< a, b > íàçûâàåòñÿ íåïðîäîë-
æàåìûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðîäîëæèòü íè âëåâî, íè âïðàâî. Ïðèìåðîì
íåïðîäîëæàåìîãî ñëóæèò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.12), ïðèâåäåííîå
âûøå.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü â îáëàñòè Ω âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îñíîâíîé

òåîðåìû è ~ϕ(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1), îïðåäåëåííîå íà ïðîìå-

æóòêå [α, β). Åñëè ñóùåñòâóåò lim
t→β−0

~ϕ(t) = ~B, (β, ~B) ∈ Ω, òî ðåøå-

íèå ~ϕ(t) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî âïðàâî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè, ïðèíÿâ çà íà÷àëü-
íóþ òî÷êó (β, ~B). Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1. Îáî-
çíà÷èì åãî ~ϕ1(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå ~ϕ1 îïðåäåëåíî íà îòðåçêå
[α1, β1], β ∈ [α1, β1]. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ

~ψ(t) =

{
~ϕ(t), t ∈ [α, β),

~ϕ1(t), t ∈ [β, β1].

Îíà ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

~φ(t) = ϕ(α) +

t∫
t0

~f(τ, ~ψ(τ))dτ.

Åñëè t ∈ [α, β), òî ôóíêöèÿ ~φ = ~ϕ(t) = ~ψ(t). Ïðè t ∈ [β, β1] èìååì

~φ = ~ϕ(α) +

β∫
α

~f(τ, ~ψ(τ))dτ +

t∫
β

~f(τ, ~ψ(τ)dτ =

= B +

t∫
β

~f(τ, ~ψ(τ))dτ = ~ϕ1(t) = ~ψ(t).
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ~ψ(t) äëÿ ëþáîãî t ∈ [α, β1] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

~ψ(t) = ~ψ(α) +

t∫
t0

~f(τ, ~ψ(τ))dτ,

à çíà÷èò, è ðåøåíèåì âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1).
Ñóæåíèå ðåøåíèÿ ~ψ(t), t ∈ [α, β1], íà ïðîìåæóòîê t ∈ [α, β) ñîâïàäàåò
ñ ðåøåíèåì ~ϕ(t). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ ~ψ(t) ÿâëÿåòñÿ ïðî-
äîëæåíèåì ðåøåíèÿ ~ϕ(t) âïðàâî. �

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî íåïðîäîëæàåìîå ðå-

øåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òîëüêî íà èíòåðâàëå. Íèæå îí
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ (T1, T2). Åñëè ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà îòðåçêå, òî
îíî ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî êàê âëåâî, òàê è âïðàâî. Íåïðîäîëæàåìîå
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè 2.12 ñóùåñòâóåò íà èíòåðâàëå (−π2 ,

π
2 ).

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Ïóñòü M è N � äâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà, çà-
äàííûå â ïðîñòðàíñòâå ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàñ-
ñòîÿíèå ρ ìåæäó íèìè, îáîçíà÷àåìîå êàê dist(M,N), ðàâíî

ρ = dist(M,N) = inf
P∈M,Q∈N

|PQ|.

Åñëè M ∩N = �, òî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ρ > 0.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. Åñëè M ⊂ N , òî ðàññòîÿíèå ρ ìåæäó ìíîæåñòâîì
M è ãðàíèöåé ∂N îáëàñòè N îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî

ρ = dist(M,∂N) = inf
P∈M,Q∈∂N

|PQ|.♦

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü â îáëàñòè Ω âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îñíîâíîé

òåîðåìû 2.1, à Ω0 � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü

òàêàÿ, ÷òî Ω0 ⊂ Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, ~x0) ∈ Ω0 ðåøåíèå ~ϕ(t)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â ýòîé òî÷êå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî â îáå

ñòîðîíû äî âûõîäà íà ãðàíèöó ∂Ω0.

Ïîñëåäíÿÿ ôðàçà îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ðåøåíèþ ~ϕ(t), ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ∂Ω0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïîñêîëüêó Ω0 � çàìêíóòàÿ îáëàñòü, òî
ðàññòîÿíèå ρ îò íå¼ äî ãðàíèöû ∂Ω ïîëîæèòåëüíî. Ïóñòü D � ìíî-
æåñòâî âñåõ òî÷åê îáëàñòè Ω\Ω0, ðàññòîÿíèå êàæäîé èç êîòîðûõ äî
çàìêíóòîé îáëàñòè Ω0 íå ïðåâîñõîäèò ρ/2 (åñëè ρ = +∞, òî â êà÷åñòâå
ðàññòîÿíèÿ áåðåòñÿ 1). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω1 = Ω0∪D. Î÷åâèäíî,
Ω1 � çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è Ω0 ⊂ Ω1 ⊂ Ω. Ôóíêöèÿ ~f(t, ~x)

íåïðåðûâíà â Ω1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà â íåé: ‖~f(t, ~x)‖ ≤ M .
Åñëè (t0, ~x0) ∈ Ω0, à ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó a2 + b2 ≤ ρ2/4, òî çàìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê

R
∗

= {(t, ~x) : |t− t0| ≤ a, ‖~x− ~x0‖ ≤ b}

ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Ω1. Ïîëîæèâ h = min(a, bM ), ïîëó÷èì çàìêíó-
òûé ïðÿìîóãîëüíèê

Q
∗

= {(t, ~x) : |t− t0| ≤ h, ‖~x− ~x0‖ ≤ b},
êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè Ω1 íåçàâèñèìî îò âûáîðà òî÷êè
(t0, ~x0) ∈ Ω0. (Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè
a = ρ

2
√
M2+1

è b = ρM

2
√
M2+1

. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, ~x0) ∈ Ω0 âåëè-
÷èíà h = ρ

2
√
M2+1

.)
Èç îñíîâíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà-

÷àëüíûìè äàííûìè t0, ~x0 ñóùåñòâóåò íà îòðåçêå [t0 − h, t0 + h]. Òàêèì
îáðàçîì, êàêóþ áû ìû íè âçÿëè òî÷êó (t0, ~x0) ∈ Ω0, ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè áóäåò îïðåäåëåíî íà îòðåçêå äëèíû 2h. Âîçüì¼ì äàëåå òî÷êó
ñ êîîðäèíàòàìè t1 = t0 + h, ~x1 = ~ϕ(t0 + h). Åñëè îíà ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè Ω0, òî ïðîäîëæèì ðåøåíèå âïðàâî íà îòðåçîê äëèíû h. Òàê
êàê Ω0-îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è h < ρ/2, òî, ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöå-
äóðó, ìû íà íåêîòîðîì øàãå ïîïàä¼ì ëèáî íà ãðàíèöó ∂Ω0, ëèáî â
îáëàñòü Ω1\Ω0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ðåøåíèþ ~ϕ(t), ïåðåñå÷åò ãðàíèöó ∂Ω0. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî îíà
îñòà¼òñÿ ïðè ýòîì â îáëàñòè Ω1. �

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ïðîäîëæåíèÿ, èñïîëüçîâàí-
íóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2, ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè (2.12) íà
îòðåçêå [−h, h]. Âîçüì¼ì òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (h, ϕ(h)) çà íà÷àëüíóþ.
Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå ðåøåíèå áóäåò ñóùåñòâîâàòü â çàìêíóòîì
ïðÿìîóãîëüíèêå

Q
∗
1 = {(t, x) : |t− h| ≤ h1, |x− ϕ(h)| ≤ b}.
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Çäåñü h1 = min

(
1,

b

(ϕ(h) + b)2 + 1

)
, h1 < h. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðî-

öåññ, ìû ïîëó÷èì íà n-ì øàãå hn+1 < hn äëÿ ëþáîãî n ∈ N è hn → 0

ïðè n → ∞, òàê êàê ϕ(x)-ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Â îò-
ëè÷èå îò òåîðåìû 2.2 çäåñü äëèíû îòðåçêîâ Ïåàíî 2hn ïðè n → ∞
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî

∑n
k=1 hk → π/2 ïðè n→∞.♦

Çàìå÷àíèå 2.3.3. Âîçüì¼ì îãðàíè÷åííûå îáëàñòè Ω1,Ω2, · · · ,Ωn · · ·
òàêèå, ÷òî Ωn ⊂ Ωn+1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N è

⋃∞
n=1 Ωn = Ω. Òîãäà ñîãëàñíî

îñíîâíîé òåîðåìû èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàôèêîì ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè (2.5), â ñëó÷àå ρ <∞ ìîæåò ïðèáëèçèòüñÿ ê ãðàíèöå
∂Ω íà ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå ðàññòîÿíèå.♦

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèì îáðàçîì èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïðèáëèæà-
åòñÿ ê ãðàíèöå ∂Ω è ÷òî ìû ïîëó÷àåì â êîíå÷íîì èòîãå?

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü â îáëàñòè Ω ⊆ Rn+1 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îñ-

íîâíîé òåîðåìû. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, ~x0) ∈ Ω ðåøåíèå ~ϕ(t)

çàäà÷è Êîøè (2.5) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì

íà ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ñóùåñòâîâàíèÿ (T1, T2). Ïðè ýòîì ðåøå-

íèå ~ϕ(t) ñòðåìèòñÿ ê ãðàíèöå ∂Ω îáëàñòè Ω ïðè t → T2 è t → T1.

Óòâåðæäåíèå ¾ðåøåíèå ~ϕ(t) ñòðåìèòñÿ ê ãðàíèöå ∂Ω îá-

ëàñòè Ω ïðè t→ T2¿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè t, ñòðåìÿùèõñÿ ê T2,

òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (t, ~ϕ(t)) ïîêèäàþò ëþáóþ çàìêíóòóþ

îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü, ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè Ω.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì ~ϕ(t0) = ~x0. Îíè îòëè÷àþòÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç T2 òî÷íóþ âåðõíóþ ãðàíü ìíîæåñòâà Pr ïðàâûõ êîíöîâ ïðî-
ìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.5), àíàëî-
ãè÷íî ÷åðåç T1 � òî÷íóþ íèæíóþ ãðàíü ìíîæåñòâà Pl ëåâûõ êîíöîâ.
Åñëè ìíîæåñòâî Pl íåîãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ïîëàãàåì T1 = −∞; åñëè
ìíîæåñòâî P2 íåîãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ïîëàãàåì T2 = ∞. Ïîñòðîèì
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.5) ~ϕ(t) íà èíòåðâàëå J = (T1, T2). Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t? ∈ J . Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
t? > t0. Òàê êàê T2 � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà Pr, òî ñóùåñòâó-
åò ðåøåíèå ~x = ~ψ(t), t ∈ (t1, t2) ⊂ J, t? ∈ (t1, t2), t0 ∈ (t1, t2). Ïîëîæèì
~ϕ(t?) = ~ψ(t?). Â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.
Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèå ~ϕ(t?) íå çàâèñèò îò ñëó÷àéíî âû-
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áðàííîãî ðåøåíèÿ ~ψ(t). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ~φ(t) � êàêîå-ëèáî äðóãîå
ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ~φ(t0) = ~x0 è îïðåäå-
ë¼ííîå íà èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó t?. Òîãäà ~ψ(t?) = ~φ(t?) â ñèëó
îñíîâíîé òåîðåìû 2.1, òàê êàê ~ψ(t0) = ~φ(t0). Òàêèì îáðàçîì, ôóíê-
öèÿ ~x = ~ϕ(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà íà âñ¼ì èíòåðâàëå J = (T1, T2) è
~ϕ(t0) = ~x0. Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåèé (2.1) ñ íà÷àëü-
íûìè äàííûìè t0, ~x0, òàê êàê â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè t? èíòåð-
âàëà (T1, T2) ôóíêöèÿ ~x = ~ϕ(t) ñîâïàäàåò ïî ïîñòðîåíèþ ñ íåêîòîðûì
ðåøåíèåì.

Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ~ϕ � íåïðîäîëæàåìîå, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèå ~ψ(t) , îïðåäåëåííîå íà áîëüøåì
èíòåðâàëå (A,B) ⊇ J . Íî òîãäà T2 ≤ B, T1 ≥ A è ñîãëàñíî îñíîâ-
íîé òåîðåìû ~ψ(t) = ~ϕ(t) ïðè t ∈ (Tl, T2). Îäíàêî ýòî íåâîçìîæíî, òàê
êàê ïî ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ ~ϕ(t) çíà÷åíèå T2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíüþ ìíîæåñòâà ïðàâûõ êîíöîâ âñåõ ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ îïðå-
äåëåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.5), T1 � òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî T2 ≥ B, T1 ≤ A. Ñëåäîâàòåëüíî, T2 = B, T1 = A. Ïîëó-
÷åííîå ðåøåíèå ~ϕ(t), t ∈ (T1, T2), ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì íåïðîäîëæàåìûì ðåøåíèåì. �

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðíîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå (2.1) îïðåäåëåíî âî âñåé ïëîñêîñòè R2.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü ~f(t, ~x) ∈ C(R2) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà ïî ~x â ëþáîé çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ΩL ⊂ R2. Òîãäà

âñÿêàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïðè âîçðàñòàíèè t ëèáî ìîæåò áûòü

íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæåíà âïðàâî äî t = +∞, ëèáî èìååò âåðòèêàëü-

íóþ àñèìïòîòó ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè t = β.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñ íà-
÷àëüíûìè äàííûìè t0, ~x0 ïðè t → β−0 âûõîäèò èç ëþáîé çàìêíóòîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω̄L, óäîâëåòâîðÿþùåé âêëþ÷åíèþ (t0, ~x0) ∈ ΩL.

Çàìå÷àíèå 2.3.4. Ïóñòü çàäàíî íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ~ϕ(t), t ∈
∈ (T1, T2). Êàê èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàíèöå îáëàñòè
∂Ω ïðè t → T1 + 0, t → T2 − 0? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íèæå äà¼òñÿ íà
ïðèìåðàõ ðåøåíèé óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè:

1. lim
t→T2−0

~ϕ(t) = +∞ : x′ = x2, x(−1) = 1. Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

áóäåò ôóíêöèÿ x = − 1
t . Îòñþäà ïîëó÷àåì T2 = 0.
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2. Ïðåäåë lim
t→T1+0

~ϕ(t) íå ñóùåñòâóåò: x′ = x − sin( 1
t ) −

1
t2 cos( 1

t ),

x( 1
π ) = 0. Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è Êîøè áóäåò ôóíêöèÿ ϕ = sin 1

t ,
ïðåäåë êîòîðîé ïðè t→ +0 íå ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, T1 = 0.

3. Ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
t→T1+0

~ϕ(t) = B : 2x′ = x
t , t > 0, x = C

√
t.

Çäåñü T1 = 0, B = 0. ♦

Ïðèìåð 2.3.1. [2]. Ïðè êàêèõ α êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x′ = |x|α (2.13)

ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë (−∞,+∞)?

Ðåøåíèå

1. Ïóñòü α < 0. Òîãäà óðàâíåíèå (2.13) îïðåäåëåíî â äâóõ ïîëó-
ïëîñêîñòÿõ: x > 0 è x < 0. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó â ýòèõ ïîëóïëîñ-
êîñòÿõ ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ â ñèëó òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Åñëè x > 0, òî óðàâíåíèå (2.13) ïðè-
íèìàåò âèä

x′ = xα. (2.14)

Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.14) îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

x = (1− α)
1

1−α (t− C)
1

1−α , t− C > 0, x > 0. (2.15)

Ïðè çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé C = t0 − x1−α
0

1−α èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ (2.15), ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (t0, x0). Ðåøåíèå
(2.15) îïðåäåëåíî íà èíòåðâàëå (C,+∞) è íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
âëåâî çà òî÷êó t = C. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (2.15) áóäåò (C,+∞), ò.å. T1 = C, T2 = +∞. Èí-
òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (2.14), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (t0, x0),
x0 > 0, t0 ∈ R, ïðè t→ C (t > C) ïîêèäàåò ëþáóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü
x ≥ ε (ε > 0) è ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàíèöå îáëàñòè
x = 0, íî äîñòè÷ü å¼ íå ìîæåò. Ê ãðàíèöå x = 0 èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ
ïðèáëèæàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë limt→T1

x(t) = 0.
Ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ (2.15) ïðè t→ C ñòðåìèòñÿ ê +∞.

Àíàëîãè÷íî âåäóò ñåáÿ èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (2.13)
â ïîëóïëîñêîñòè x < 0. Îíè îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

x = −(1− α)
1

1−α (C1 − t)
1

1−α , C1 − t > 0, x < 0. (2.16)
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Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé C1 ðåøåíèå (2.16) íå ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåíî âïðàâî çà òî÷êó t = C1. Çäåñü T1 = −∞, T2 = C1.

2. Ïóñòü α > 1. Â ïëîñêîñòè R2 ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.13)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.1 ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Çíà÷èò, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè
R2 ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Ôóíêöèÿ x = 0,
t ∈ (−∞,+∞) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.13). Ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà ñëó÷àé x > 0. Óðàâíåíèå (2.13) ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì (2.14). Âñå
åãî ðåøåíèÿ èìåþò âèä

x1 = (α− 1)
1

1−α (C1 − t)
1

1−α , C1 − t > 0,
1

1− α
< 0, x1 > 0. (2.17)

Ïðè x0 > 0, t0 ∈ R1 è çíà÷åíèè C1 = t0 +
x1−α
0

α−1 ðåøåíèå ((2.17)) óäî-
âëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x1(t0) = x0. Ïðè t→ C1 (t < C1) îíî
ñòðåìèòñÿ ê +∞. Âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ t = C1 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé
ðåøåíèÿ (2.17). Ïîñëåäíåå íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî âïðàâî çà òî÷-
êó t = C1 è ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ áóäåò
(−∞, C1), ãäå T1 = −∞, T2 = C1. Ïðè t → C1 èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ (2.17), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ, ïðè âîçðàñòàíèè x âûõîäèò èç ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ΩL
òàêîãî, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (t0, x0) ∈ ΩL.

Ïðè x < 0 óðàâíåíèå (2.13) ïðèíèìàåò âèä

x′ = (−x)α. (2.18)
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Âñå åãî ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

x2 = −(α− 1)
1

1−α (t− C2)
1

1−α , t− C2 > 0, x < 0. (2.19)

Ðåøåíèå (2.19) íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî âëåâî çà òî÷êó t = C2.
Âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ t = C2 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ðåøåíèÿ (2.19).
Ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ áóäåò èíòåðâàë
(C2,+∞), ò.å. T1 = C2, T2 = +∞.

3. Ïóñòü òåïåðü α = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x 6= 0 (îïåðàöèÿ 00 íå
îïðåäåëåíà). Óðàâíåíèå (2.13) ïðèìåò âèä x′ = 1, x 6= 0. Åãî ðåøåíèÿ
ïðè x > 0 îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé x = t+ C, t+ C > 0. Ïðè ôèêñèðî-
âàííîì C ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî âëåâî çà òî÷êó t = −C.
Ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ áóäåò èíòåðâàë
(−C,+∞). Çäåñü T1 = −C, T2 = +∞, limt→T1

x(t) = 0. Àíàëîãè÷íî
ïðè x < 0. Êàðòèíà ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ êà÷åñòâåííî ïî-
äîáíà ñëó÷àþ 1.

4. Ïóñòü α = 1. Ôóíêöèÿ x = 0, t ∈ (−∞,+∞) � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (2.13): x′ = |x|. Ïðè x > 0 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.13) îïèñûâàþòñÿ
ôóíêöèåé x = Cet, C > 0, à ïðè x < 0 � ôóíêöèåé x = −Ce−t, C > 0.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.13) ïðè α = 1

ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû íà èíòåðâàë (−∞,+∞). Çäåñü ñëåäóåò îáðà-
òèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé ôàêò: ôóíêöèÿ |t| íå äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ïðè t = 0. Îäíàêî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Ïîýòîìó ÷å-
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ðåç êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè R2 ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ.

5. Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé 0 < α < 1. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈
∈ R2 ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî òåîðåìå Ïåàíî. Îä-
íàêî â ïîëîñå |x| < ε, ε > 0, ôóíêöèÿ |x|α íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà (îíà òàêæå íå äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x = 0). Ñëåäîâàòåëü-
íî, íå âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òåîðåìû ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè

äàííûìè â òî÷êàõ (t0, 0), t0 ∈ R. Ê ÷åìó ýòî ïðèâîäèò? Ôóíê-
öèÿ x = 0, t ∈ (−∞,+∞) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.13). Ïóñòü
x > 0. Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.14) îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

x1 = (1− α)
1

1−α (t− C1)
1

1−α , t− C1 > 0, x > 0. (2.20)

Ëþáîå ðåøåíèå x1(t) (2.20) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà ïðîìåæóòîê
[C1,+∞). Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ ñïðàâà â òî÷êå t = C1 ðàâíà íóëþ.
Åñëè x < 0, òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.18) îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

x2 = −(1− α)
1

1−α (C2 − t)
1

1−α , C2 − t > 0, x < 0. (2.21)

Ëþáîå ðåøåíèå x2(t) (2.21) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà ïðîìåæóòîê
(−∞, C2]. Ïðîèçâîäíàÿ ñëåâà ðåøåíèÿ â òî÷êå t = C2 ðàâíà íóëþ.
Ñîñòàâèì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ

x(t) =


x2(t), t ∈ (−∞, C2] ,

0, t ∈ (C1, C2) ,

x1(t), t ∈ [C1,+∞) .

Îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.13), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñîñòàâ-
íûì (èëè êîìïîçèöèîííûì). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå x2(t)

(2.21) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî âïðàâî íà âåñü èíòåðâàë (−∞,+∞)

áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Ëþáîå ðåøåíèå x1(t) óðàâíåíèÿ (2.18)
òàêæå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî âëåâî íà âåñü èíòåðâàë (−∞,+∞) áåñ-
êîíå÷íûì ÷èñëîì ñïîñîáîâ.

Åñëè âçÿòü òî÷êó (t0, x0), x0 < 0, òî ÷åðåç íåå ïðîõîäèò

áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîíòèíóóì) èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â R2.

Â äîñòàòî÷íî ìàëîé åå îêðåñòíîñòè ÷åðåç íåå ïðîõîäèò åäèí-

ñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ïðîäîëæåíèå êîòîðîé â ïî-

ëóïëîñêîñòü x > 0 áóäåò íååäèíñòâåííûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
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÷òî â ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè (t0, 0), t0 ∈ R, ÷åðåç íåå ïðîõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî èí-
òåãðàëüíûõ êðèâûõ è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

íàðóøàåòñÿ. Îòâåò: α ∈ (0, 1].♦

Ïðèìåð 2.3.2. [2]. Äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x′ = t3 − x3, (t, x) ∈ R2, (2.22)

ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0) = x0. (2.23)

1) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà ïðîìåæóòîê [t0,+∞) ïðè ëþáîì t0;
2) íî íå êàæäîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà

ïðîìåæóòîê (−∞, t0].

Ðåøåíèå

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.22) óäîâëåòâîðÿåò â ëþáîé
Ω ⊂ R2 âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, òî
÷åðåç ëþáóþ òî÷êó (t0, x0) ∈ R2 ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ. Äàííîå óðàâíåíèå íå èíòåãðèðóåòñÿ â êîíå÷íîì âèäå. Ïîýòî-
ìó ïðè åãî èçó÷åíèè áîëüøóþ ðîëü èãðàþò òåîðåìû ïðîäîë-

æåíèÿ è êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðè-

âûõ.

1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåíî âïðàâî íà ïðîìåæóòîê [t0,+∞). Îáîçíà÷èì ÷åðåç R− îá-
ëàñòü, â êîòîðîé t− x < 0, à ÷åðåç R+ � îáëàñòü, ãäå t− x > 0. Â R−
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ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.22) x′ < 0, à â R+, åñòåñòâåííî,
x′ > 0. Ïóñòü (t0, x0) ∈ R−. Ðàññìîòðèì 4ABC, â êîòîðîì òî÷êà ñ êî-
îðäèíàòàìè (t0, x0) îáîçíà÷åíà A, òî÷êè B è C ëåæàò íà ïðÿìîé x = t,
à ñòîðîíû AB ‖ Ot è AC ‖ Ox. Íà îòðåçêàõ AB è AC èçîáðàæåí íà-
êëîí ïåðåñåêàþùèõ èõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Â ñèëó îñíîâíîé òåîðå-
ìû ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (t0, x0) ñóùåñòâóåò,
è èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè A, èìååò îòðèöàòåëüíûé
íàêëîí. Ïðè âîçðàñòàíèè t îíà íå ìîæåò ïåðåñå÷ü ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà AB è AC, òàê êàê çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(t, x) êîíå÷íû â òî÷êàõ
òðåóãîëüíèêà ABC, à çíà÷èò, êîíå÷íû çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ϕ′(t). Ïî-
ýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå ïðîäîëæåíèÿ îíà ìîæåò äîñòèãíóòü ãðàíèöû
îáëàñòè ABC, òîëüêî ïåðåñåêàÿ îòðåçîê BC. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáî-
çíà÷èìM . Ðàññìîòðèì äàëåå4MNK, â êîòîðîì òî÷êà N ∈ R+, òî÷êà
K íà ïðÿìîé x = t, ïðè÷åì MN ‖ Ot, NK ‖ Ox, à òî÷êà N âûáðàíà
ïðîèçâîëüíî. Íàêëîí èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõ ñòîðîíû
MN è NK, èçîáðàæåí íà ðèñóíêå íèæå. Â R+ x′ > 0. Âñëåäñòâèå
ýòîãî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè M , ñ âîçðàñòàíèåì
t ìîæåò âûéòè íà ãðàíèöó îáëàñòè MNK, òîëüêî äîñòèãíóâ îòðåçêà
NK. Ñîãëàñíî òåîðåìå ïðîäîëæåíèÿ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáî-
ðà òî÷êè N ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî âïëîòü äî
t = +∞.

Ñëó÷àé, êîãäà (t0, x0) ∈ R+, äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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2. Âîçüìåì òî÷êó (t0, x0) ∈ R− è ïðîäîëæèì ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè âëåâî. Ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèè (2.22) çàìåíó t = −τ è ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå dτ

dy = 1
τ3+y3 ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (τ0, x0), x0+τ0 > 0. Â ïî-

ëóïëîñêîñòè x+ τ > 0 ïðîèçâîäíàÿ x′τ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ðîñòîì τ

ðàñòåò è x. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà dτ
dx = 1

τ3+x3 ≤ 1
τ3
0 +x3 , τ ≥ τ0. Îòñþäà

ïîëó÷àåì τ − τ0 ≤
∫ x
x0

dz
τ3
0 +z3

. Òàê êàê èíòåãðàë ïðè x→ +∞ ñõîäèòñÿ,
òî âåëè÷èíà τ − τ0 ïðè ëþáîì ïîâåäåíèè èíòåãðàëüíîé êðèâîé îãðà-
íè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íå ìîæåò áûòü ïðîäîë-
æåíî íà âåñü ïðîìåæóòîê (−∞, x0]. Âîçüì¼ì òåïåðü òî÷êó (t0, x0) ∈
∈ R+. Íèæå ìû âûáåðåì å¼ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè íåëüçÿ áûëî ïðîäîëæèòü íà ïðîìåæóòîê (−∞, t0].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x = − 1
t+1 , t > −1, ãðàôèêîì êîòîðîé ÿâ-

ëÿåòñÿ íèæíÿÿ âåòâü ãèïåðáîëû, ñäâèíóòàÿ âëåâî âäîëü îñè Ot íà 1.
Å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà x′ = 1

(t+1)2 . Óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíûõ
ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì óðàâíåíèÿ (2.22) â òî÷êàõ ãðàôèêà ôóíê-

öèè x(t) ðàâåí x′ = t3 +
(

1
t+1

)3

. Ïðè ýòîì, êàê íåòðóäíî âèäåòü, äëÿ

t ∈ (−1, 0], x′ > 0 íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå. Äëÿ t ∈ (−1, 0] èìååì

1

(t+ 1)2
≤ t3 +

1

(t+ 1)3
⇐⇒ t2 − 1

(t+ 1)3
≤ 0 ⇐⇒ t2(t+ 1)3 ≤ 1.

Òàê êàê â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå îáà ñîìíîæèòåëÿ ìåíüøå åäèíèöû,
òî óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì â òî÷êàõ ãðà-
ôèêà ôóíêöèè x(t) áîëüøå, ÷åì óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê ñàìîìó
ãðàôèêó ôóíêöèè x(t). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàëüíûå êðèâûå, âûõî-
äÿùèå èç òî÷åê (0, x0), x0 < −1, ïðè t ∈ (−1, 0] áóäóò ëåæàòü íèæå
ãðàôèêà ôóíêöèè x(t), ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (0,−1). Èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (0,−1), òàêæå ðàñïîëàãàåòñÿ íèæå
ãðàôèêà ôóíêöèè x(t). Ïîýòîìó èíòåãðàëüíûå êðèâûå íå ìîãóò ïå-
ðåñå÷ü å¼ ãðàôèê, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè íå ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû
âëåâî çà òî÷êó t = −1.♦

2.4. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà,

íåðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà íåðàçðå-
øåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

F (t, x, x′) = 0. (2.24)
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Ïîëîæèì p = x′ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (t, x, p) îïðåäåëåíà
â îáëàñòè G ⊆ R3

t,x,p è F ∈ C
1(G), |∇(F )| 6= 0. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

S = {(t, x, p) ∈ G : F (t, x, p) = 0}. Åñëè îíî íå ïóñòî, òî S � ãëàäêàÿ
ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íåÿâíî.

Êàê ìû óæå óêàçûâàëè â ðàçäåëå 1.3, êàæäîìó ðåøåíèþ ϕ(t), t ∈ J ,
â ïðîñòðàíñòâå R3

t,x,p îòâå÷àåò êðèâàÿ Γ = {(t, x) : x = ϕ(t), p = ϕ′(t),

t ∈ J }. Îíà áûëà íàçâàíà èíòåãðàëüíîé êðèâîé â R3
t,x,p è ïðèíàäëå-

æèò ïîâåðõíîñòè S: Γ ⊂ S. Íî íå âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ïðèíàäëå-
æàùàÿ ïîâåðõíîñòè S, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé â R3

t,x,p, ò.ê. â
êàæäîé òî÷êå èíòåãðàëüíîé êðèâîé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
dx − pdt = 0. Áûëî òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ íà S óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó ñîîòíîøåíèþ, òî îíà � èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ. Ïðîåêöèÿ Γ íà ïëîñêîñòü R2

t,x, îáîçíà÷åííàÿ γ, ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (2.24) â ïëîñêîñòè R2

t,x.
Âîçüì¼ì òî÷êó (t0, x0) â R2

t,x è ðàññìîòðèì â ýòîé òî÷êå óðàâíåíèå
F (t0, x0, p) = 0 îòíîñèòåëüíî p. Ïóñòü ìû èìååì â ðåçóëüòàòå åãî ðå-
øåíèÿ k ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé pi, i = 1, k. Ýòè çíà÷åíèÿ pi íàçûâàþòñÿ
äîïóñòèìûìè. Â ïëîñêîñòè R2

t,x ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ïðîõîäèò k ðàç-
ëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñî çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ, ðàâíûìè
pi. ×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñêàçàííîå, ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð:(

dx

dt

)2

= 1⇔ p2 = 1⇒
[
p1 = 1,

p2 = −1.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, x0) â R2
t,x äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè áó-

äóò p1 = 1 è p2 = −1. Ïîêàæåì, ÷òî ÷åðåç íå¼ ïðîõîäèò äâå èíòåãðàëü-
íûå êðèâûå ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíîé. Äëÿ ýòîãî ðåøèì
óðàâíåíèå (

dx

dt

)2

= 1⇒
[
dx
dt = 1,
dx
dt = −1,

⇔
[
x1 = t+ C1,

x2 = −t+ C2.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó (t0, x0) â ïëîñêîñòè R2
t,x ïðîõîäÿò

äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå. ×òîáû âûäåëèòü êàêóþ-ëèáî èç íèõ, íóæíî
çàäàòü ëèáî çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé x′(t0) = 1, ëèáî x′(t0) = −1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëüíûå êðèâûå Ã1 è Ã2 â ïðîñòðàíñòâå
R3
t,x,p, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûì êðèâûì x1 = t+ C1 è x2 =

= −t+ C2 â ïëîñêîñòè R2
t,x. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå Γ1 = {(t, x) : x1 =

= t+ C1, p1 = 1; t, Ñ1 ∈ R} ëåæàò â ïëîñêîñòè p1 = 1, à èíòåãðàëüíûå
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êðèâûå Γ2 = {(t, x) : x1 = −t+ C2, p2 = −1; t,Ñ2 ∈ R} � â ïëîñêîñòè
p2 = −1. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå Γ1 è Γ2 â ïðîñòðàí-
ñòâå R3

t,x,p ëåæàò â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ.
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûäåëèòü åäèíñòâåííóþ èíòåãðàëüíóþ êðè-

âóþ, êðîìå íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, x0) íåîáõîäèìî çàäàòü åù¼ çíà÷åíèå
p0, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ F (t0, x0, p0) = 0. Ïîýòîìó çàäà-
÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ, íåðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé,
äîëæíà ñòàâèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à Êîøè. Ïóñòü çàäàíà òî÷êà (t0, x0, p0) ∈ G è â ýòîé òî÷êå
F (t0, x0, p0) = 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ϕ(t), t ∈ J óðàâíåíèÿ (2.24)
òàêîå, ÷òî

ϕ(t0) = x0, ϕ
′(t0) = p0. (2.25)

Åù¼ ðàç îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çíà÷åíèå p0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûì, à íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ F (t0, x0, p0) = 0.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè F (t, x, p) ∈ C1(G) è â íåêîòîðîé òî÷êå (t0, x0, p0) ∈

∈ G âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

F (t0, x0, p0) = 0 è
∂F

∂p
(t0, x0, p0) 6= 0, (2.26)

òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.24), (2.25) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè,
ïðè óñëîâèÿõ F (t, x, p) ∈ C1(G) è (2.26) ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíî-
ñòè U(t0, x0) ∈ R2

t,x è U(p0) òî÷åê (t0, x0) è p0 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè (t, x) ∈ U(t0, x0) óðàâíåíèå F (t, x, p) = 0 èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå p = f(t, x) ∈ U(p0) , p0 = f(t0, x0). Ïðè ýòîì f(t, x) ∈
∈ C1(U). Îòñþäà ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, ðàçðåø¼ííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

x′ = f(t, x), x(t0) = x0, (t, x) ∈ U(t0, x0), f(t, x) ∈ C1(U).

Âîçüì¼ì ïðÿìîóãîëüíèê Ï(t0, x0) ñ öåíòðîì â òî÷êå (t0, x0) òàêîé,
÷òî Ï(t0, x0) ⊂ U(t0, x0). Òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáëàñòüþ, òî
ôóíêöèÿ f(t, x), ñîãëàñíî ëåììå 2.1, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Â ñèëó òåîðåìû 2.1 (äîêàçàííîé âûøå) çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå. �
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Òî÷êè ïîâåðõíîñòè S, â êîòîðûõ ∂F
∂p = 0, íàçûâàþòñÿ îñîáûìè.

Ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè S, äëÿ êîòîðûõ ìû íå ìîæåì
ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.1, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé{

F (t, x, p) = 0,
∂F
∂p (t, x, p) = 0.

(2.27)

Èñêëþ÷èì p èç ñèñòåìû (2.27), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíà ñîâìåñòíàÿ.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé ïåðå-
ìåííûå t è x. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç
D(t, x) ⊂ R2

t,x. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòíûì. Åñëè
îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ γD, òî îíà íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíò-
íîé êðèâîé. Îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ðåøåíèå ϕ(t), t ∈ J óðàâíåíèÿ (2.24) íàçûâàåòñÿ
îñîáûì, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè (t0, ϕ(t0)), t0 ∈ J åãî
èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïðîõîäèò äðóãàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, èìåþùàÿ
ñ íåé â òî÷êå (t0, ϕ(t0)) îáùóþ êàñàòåëüíóþ.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè ϕ(t), t ∈ J , � îñîáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.24),
òî â êàæäîé òî÷êå åãî èíòåãðàëüíîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå R3

t,x,p

ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà (2.27).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Åñëè ϕ(t), t ∈ J � îñîáîå ðåøåíèå, òî
F (t, ϕ(t), ϕ′(t)) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ J . Âîçüì¼ì òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè
(t0, x0 = ϕ(t0), p0 = ϕ′(t0)) íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé â R3

t,x,p, ñîîòâåò-
ñâóþùåé îñîáîìó ðåøåíèþ. Òàêóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ íèæå áóäåì
íàçûâàòü îñîáîé è îáîçíà÷àòü ΓS . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∂F

∂p (t0, x0, p0) 6= 0,
òîãäà ïî òåîðåìå 2.1 íàéä¼òñÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (t0, x0) íà ïëîñêîñòè
R2
t,x, â êîòîðîé ÷åðåç íå¼ ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ.

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ∂F∂p (t0, x0, p0) = 0. �
Äàäèì òàêæå äðóãîå (ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå îñîáîãî ðåøå-

íèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.4.2. Ðåøåíèå ϕ(t), t ∈ J , íàçûâàåòñÿ îñîáûì ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (2.24), åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè êàæäîé åãî òî÷êè
íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.24), (2.25).

Ïóñòü ñèñòåìà (2.27) çàäà¼ò êðèâóþ ΓD â ïðîñòðàíñòâå R3
t,x,p. Ñëå-

äóÿ [1], áóäåì íàçûâàòü å¼ êðèìèíàíòîé . Ïîíÿòíî, ÷òî ΓD ⊂ S.
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Áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F ∈ C2(G). Ñîãëàñíî òåî-
ðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè êðèìèíàíòà ΓD ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé â
ïðîñòðàíñòâå R3

t,x,p, åñëè â êàæäîé å¼ òî÷êå ðàíã ïðîèçâîäíîé îòîá-
ðàæåíèÿ (t, x, p) 7→ (F, ∂F∂p ) îáëàñòè G íà ïëîñêîñòü R2

t,x ìàêñèìàëåí
è ðàâåí 2. Êðèâàÿ γD ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé êðèìèíàíòû ΓD íà ïëîñ-
êîñòü R2

t,x.
Âîçüì¼ì òî÷êó (t0, x0, p0) ∈ ΓD. Òîãäà â íåé ∂F

∂p (t0, x0, p0) = 0. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîé òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê S ïàðàëëåëüíà
îñè p, òàê êàê ìû ïåðâîíà÷àëüíî ïîòðåáîâàëè, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü S
áûëà ãëàäêîé.

Ïëîñêîñòü x− x0 = p0(t− t0), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (t0, x0, p0),
ïðèíàäëåæàùóþ êðèìèíàíòå ΓD, íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíîé [1]. Êàñà-
òåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê êðèìèíàíòå â ýòîé òî÷êå ìîæåò ëèáî ñîâïàäàòü ñ
íåé, ëèáî ïåðåñåêàòü å¼. Åñëè ýòè ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò, òî ñóùåñòâóåò
îñîáîå ðåøåíèå. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó êðèâîé ΓD ïðîõîäÿò ñàìà êðè-
âàÿ ΓD è íåêîòîðàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Å¼ ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü
R2
t,x êàñàåòñÿ îñîáîãî ðåøåíèÿ.
Òåîðåìà 2.2 óòâåðæäàåò, ÷òî îñîáîå ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò äèñêðè-

ìèíàíòíîìó ìíîæåñòâó. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Íèæå ïðèâå-
äåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî ìî-
æåò ñîñòîÿòü èç 1): òî÷êè, 2): îñîáîãî ðåøåíèÿ, 3): òî÷åê âîçâðàòà, 4):
òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ, 5): ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî â ñîîòâåòñòâèè ñ íóìåðàöèåé ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ:

1) tx′ = x, t ∈ R.

Äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
(2.27):{
tp− x = 0,

t = 0
⇒ (t, x) = (0, 0)− äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî � òî÷êà.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ, îïðåäå-
ë¼ííûå ïðè t ∈ R, îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé x = Ct. Çäåñü C � ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. ×òîáû âûäåëèòü èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ â òî÷êå
(0; 0), íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî çàäàòü â íåé çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé.

2) x′2 = 4x, t ∈ R.
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Çàìåòèì, ÷òî x ≥ 0. Äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî íàõîäèòñÿ èç
ñèñòåìû (2.27): {

p2 − 4x = 0

2p = 0
⇒

⇒ x = 0, p = 0− äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òî÷åê îñè Ot.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå, ñ÷èòàÿ x > 0. Èìååì[
dx

2
√
x

= dt⇒ x = (t+ C1)2, (t+ C1) > 0;
dx

2
√
x

= −dt⇒ x = (t+ C2)2, (t+ C2) < 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå x(t) = 0, t ∈ R, � îñîáîå. Îáîçíà÷èì

x1(t) = 0, x2(t) = (t+ C)2, t ∈ R,Ñ ∈ R.

Ãðàôèê ðåøåíèÿ x2(t) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (t0, 0) ïðè çíà÷åíèè ïî-
ñòîÿííîé C = −t0. Ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå (t0, 0) îñè Ot îáà
ðåøåíèÿ êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Äåéñòâèòåëüíî,{

x1(t0) = x2(t0)⇒ 0 = (t− t0)2,

x′1(t0) = x′2(t0)⇒ 0 = 2(t− t0),
⇒ t = t0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå x(t) = 0, t ∈ R, � îñîáîå. Â ïðîñòðàíñòâå
R3
t,x,p èíòåãðàëüíûå êðèâûå Γ è îñîáàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ΓS èìåþò

âèä

Γ = {t, x, p : x = (t+ C)2, p = 2(t+ C), t ∈ R},
ΓS = {t, x, p : x = 0, p = 0, t ∈ R}.

Ìû âèäèì, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îñîáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé
ΓS ïðîõîäèò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ Γ, èìåÿ â íåé êàñàòåëüíûé âåêòîð
ñ êîîðäèíàòàìè (1, 0, 2). Â ðåçóëüòàòå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè (2.24), (2.25) íàðóøàåòñÿ. Ïðîåêöèåé îñîáîé èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé ΓS íà ïëîñêîñòü R2

t,x áóäåò êðèâàÿ γS = {(t, x) : x(t) = 0, t ∈ R}},
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì îñîáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.24) â ïëîñ-
êîñòè R2

t,x.
Êðèâàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé èíòåãðàëüíîé êðèâîé Γ íà

ïëîñêîñòü R2
t,x, êàñàåòñÿ ãðàôèêà îñîáîãî ðåøåíèÿ γS . Êðèâàÿ 1©, ðàñ-

ïîëîæåííàÿ íà ðèñ. 2.1 â âåðõíåé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè p2 = 4x, ïðîåê-
òèðóåòñÿ íà èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ x = (t + C)2, (t + C) ≤ 0 â ïëîñ-
êîñòè R2

t,x. Êðèâàÿ 2©, ðàñïîëîæåííàÿ â íèæíåé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè,
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ïðîåêòèðóåòñÿ â ïëîñêîñòè R2
t,x íà èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ x = (t+C)2,

(t + C) ≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî êîíòàêòíàÿ ïëîñêîñòü x = 0 ñîâïàäàåò ñ
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ, â êîòîðîé ëåæèò êðèìèíàíòà. Èíòåãðàëüíûå
êðèâûå â ïðîñòðàíñòâå R3

t,x,p â òî÷êàõ êðèìèíàíòû êàñàþòñÿ îäíîâðå-
ìåííî êàñàòåëüíîé è êîíòàêòíîé ïëîñêîñòåé.

Ðèñ. 2.1

3) x′2 = 9
4 t, t ≥ 0.

Îïðåäåëèì äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî. Èç ñèñòåìû (2.27) èìååì{
p2 − 9

4 t = 0,

2p = 0
⇒

⇒ t = 0, p = 0⇒ t = 0, x ∈ R− äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî � îñü Ox.

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ äà¼ò[
x′ = 3

2

√
t,

x′ = − 3
2

√
t
⇒

[
x1 = t

3
2 + Ñ1, t ≥ 0, C1 ∈ R;

x2 = −t 3
2 + Ñ2, t ≥ 0, C2 ∈ R.

Íàéäåííûå ðåøåíèÿ x1(t), x2(t) â òî÷êàõ (0;x0) èìåþò íóëåâóþ
ïðîèçâîäíóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî � òî÷êè
âîçâðàòà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ðàñïîëîæåííûå íà îñè Ox. Â íèõ íà-
ðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Êàñàòåëüíûé ê êðèìèíàíòå âåêòîð (0, 1, 0) íå ëåæèò â êîíòàêòíîé
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ïëîñêîñòè x = x0, è, ñëåäîâàòåëüíî, êðèìèíàíòà ïåðåñåêàåò å¼. Èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå ïåðåñåêàþò êðèìèíàíòó, èìåÿ íàïðàâëåíèå îñè Op.
Â ðåçóëüòàòå èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü R2

t,x ìû ïîëó÷àåì òî÷êè âîç-
âðàòà.

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå 4) ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå
R3
t,x,p âäîëü ΓD ïåðåñåêàþòñÿ äâå ïîâåðõíîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

êàæäàÿ èç íèõ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü R2
t,x.

Êðèâàÿ ΓD ïðè êàæäîì ïðîåêòèðîâàíèè áóäåò îòîáðàæàòüñÿ íà îäíó
è òó æå êðèâóþ γD ⊂ R2

t,x. Äëÿ ïðîñòîòû â êà÷åñòâå ýòèõ ïîâåðõíî-
ñòåé âçÿòû äâå ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ΓD ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé.
Â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ ìû ïîëó÷èì ÷åòûðå ïîâåðõíîñòè, äâå èç êî-
òîðûõ òåðÿþò ãëàäêîñòü â òî÷êàõ ΓD.

4) x′2 = 4t2, t ∈ R.
Îïðåäåëèì äèñêðèìèíàòíîå ìíîæåñòâî:{

p2 − 4t2 = 0

2p = 0
⇒

⇒ t = 0, p = 0⇒ t = 0, x ∈ R− äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî - îñü Ox.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå[
x′ = 2t,

x′ = −2t
⇒
[
x1 = t2 + C1, t ∈ R,C1 ∈ R;

x2 = −t2 + C2, t ∈ R,C2 ∈ R.

Âîçüìåì òî÷êó A â ïëîñêîñòè R2
t,x ñ êîîðäèíàòàìè t0, x0 ïðè óñëî-

âèè t0 > 0, x0 > 0. Åñëè p0 = 2t0, òî ÷åðåç òî÷êó À ëîêàëüíî ïðîõîäèò
îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Îäíàêî âî âñåé ïëîñêîñòè R2

t,x ïðè óñëîâèè
p0 = 2t0 ÷åðåç íå¼ ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå:

x1(t) = t2 + C1;x2(t) =

{
t2 + C1, t ≥ 0,

−t2 + C1, t < 0.

Çäåñü C1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
×åðåç òî÷êó À, ðàñïîëîæåííóþ íà îñè Ox, ïðîõîäèò (è ëîêàëü-

íî, è ãëîáàëüíî) ÷åòûðå èíòåãðàëüíûå êðèâûå (ïîñòðîèòü èõ ñàìèì).
Â ýòîì ñëó÷àå òàêèå òî÷êè íàçûâàþò òî÷êàìè ïðèêîñíîâåíèÿ. Â íèõ
íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ï1 = S1 ∪ Γ ∪ S3 ïëîñêîñòü p = 2t, à ÷åðåç
Ï2 = S2 ∪ Γ ∪ S4 � ïëîñêîñòü p = −2t. Çäåñü Si, i = 1, 4 ÿâëÿþò-
ñÿ ïîëóïëîñêîñòÿìè. Èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè â ïëîñêîñòè Ï1 áóäóò
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Γ1 = {(t, x, p) : x = t2 + C, p = 2t, t ∈ R}, à â ïëîñêîñòè Ï2 � êðèâûå
Γ2 = {(t, x, p) : x = −t2 + C, p = −2t, t ∈ R}. Êðèìèíàíòîé ÿâëÿåòñÿ
îñü Ox: ΓD = {(t, x, p) : t = 0, p = 0, x ∈ R}. Îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé Ï1 è Ï2. Â òî÷êàõ êðèâîé ΓD èìååì |∇(F )| = 0.
Êîíòàêòíàÿ ïëîñêîñòü èìååò âèä: x = x0. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå Γ1 è
Γ2 ïåðåñåêàþò êðèìèíàíòó ΓD ïîä ïðÿìûì óãëîì, êàñàÿñü êîíòàêòíîé
ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R3
t,x,p êðèâûå

Γ3 = Γ1(t ≥ 0) ∪ Γ2(t ≤ 0) è Γ4 = Γ1(t ≤ 0) ∪ Γ2(t ≥ 0).

Êðèâûå Γ3 è Γ4 ëåæàò íà ïîâåðõíîñòÿõ S1 ∪ ΓD ∪ S2 è S3 ∪ ΓD ∪ S4 è
òåðÿþò ãëàäêîñòü â òî÷êàõ ΓD. Ïðîåêöèè êðèâûõ Γi, i = 3, 4 íà ïëîñ-
êîñòü R2

t,x äàþò èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè îñè
Ox, êàñàÿñü äðóã äðóãà. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ÷åðåç òî÷êó (0, x0)

â ïëîñêîñòè R2
t,x ïðîõîäÿò ÷åòûðå êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà èíòåãðàëü-

íûå êðèâûå óðàâíåíèÿ.
Â ïóíêòå 5) êðèâàÿ ΓD ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãëàä-

êèõ ïîâåðõíîñòåé S1 è S2, èìåþùèõ îáùóþ êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â
å¼ òî÷êàõ. Ïîâåðõíîñòü S = S1 ∪ Γ ∪ S2 òåðÿåò ãëàäêîñòü íà ΓD.

5) x′2 = 4x3, t ∈ R.
Îïðåäåëèì äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî{

p2 − 4x3 = 0,

2p = 0
⇒

⇒ x = 0, p = 0− äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ îñü Ot.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî x(t) = 0, t ∈ R � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Èíòå-
ãðèðóÿ åãî, ñ÷èòàÿ x 6= 0, ïîëó÷èì cåìåéñòâî ðåøåíèé x(t) = 1

(t+Ñ)2 .
Îòñþäà âèäíî, ÷òî x(t) = 0, t ∈ R � ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (2.24) íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè
ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1) íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ;
2) îïðåäåëèòü äèñêðèìèíàòíîå ìíîæåñòâî;
3) ïðîâåðèòü, âõîäÿò ëè êàêèå-ëèáî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â äèñêðè-

ìèíàíòíîå ìíîæåñòâî;
4) åñëè äà, òî ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè îñîáûìè;
5) èçîáðàçèòü ãðàôèêè ðåøåíèé.
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Â ðàçäåëå 1.3 áûëî ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå Êëåðî:

x = tp+ ψ(p), p ∈ (α, β).

Ôóíêöèè
x = Ct+ ψ(C), C − ïîñòîÿííûå; (2.28)

x = −pψ
′
(p) + ψ(p), t = −ψ

′
(p) (2.29)

ÿâëÿþòñÿ åãî ðåøåíèÿìè. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ψ(p) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è ψ

′′
(p) 6= 0, òî ðåøåíèå (2.29) ÿâëÿåò-

ñÿ îñîáûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ′′ > 0. Òîãäà óðàâíåíèå t = −ψ′(p)
ëîêàëüíî ðàçðåøèìî. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ èìååì p = p(t) è ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå êàê ôóíêöèþ t: x = x(p(t)). Îòñþäà ïîëó÷àåì

dx

dt
=

(
dx
dp

)
(
dt
dp

) =
−ψ′(p)− ψ′′(p)p+ ψ′(p)

−ψ′′(p)
= p,

d2x

dt2
=
dp

dt
=

1
dt
dp

=
1

−ψ′′(p)
< 0.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ x = x(p(t)), îïèñûâàþùàÿ ðåøåíèå (2.29), âûïóêëà
ââåðõ. Ïðè t = t0 ôóíêöèÿ p = p(t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå: p(t0) = p0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1(t) ôóíêöèþ (2.28), à ÷åðåç x2(t) � (2.29). Ïîêà-
æåì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå (t0, x(p0)), p0 ∈ (α, β), ïðîèñõîäèò êàñàíèå
ãðàôèêîâ ôóíêöèé x1(t) è x2(t). Òàê êàê dx2

dt (t0) = p0 è t0 = −ψ′(p0),
òî óñëîâèÿ êàñàíèÿ ïðèíèìàþò âèä{

Ct0 + ψ(C) = t0p0 + ψ(p0),

C = p0.

Ìû ïîëó÷èëè òîæäåñòâî, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðÿìûå (2.28) â
êàæäîé òî÷êå (t0, x(p0)), p0 ∈ (α, β), êàñàþòñÿ ãðàôèêà ðåøåíèÿ (2.29).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå (2.29) îñîáîå, à ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êëå-
ðî èìåþòñÿ ñîñòàâíûå.

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.24) áûëî îñîáûì.
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Îïðåäåëåíèå 2.4.3. Ïóñòü èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ Γ îïèñûâàåòñÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè t = φ(p), x = ψ(p). Åñëè ïðàâûå ÷àñòè
ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè
ôóíêöèÿìè, òî êðèâàÿ Γ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé êëàññà 2.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

t = φ(p), x = ψ(p),

îïèñûâàþùèå êðèâóþ Γ êëàññà 2, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

F (t, x, p) = 0, Fp(t, x, p) = 0, Ft(t, x, p) +pFx(t, x, p) = 0, Fx(t, x, p) 6= 0,

òî êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ îñîáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (2.24).

Òåîðåìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿ ëè ðåøåíèå
îñîáûì èëè íåò. Ïðèìåíèì òåîðåìó ê óðàâíåíèþ ïóíêòà 2) è óðàâíå-
íèþ Êëåðî.

1. Â ïóíêòå 2) ðåøåíèå x(t) = 0 ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé,
äëÿ êîòîðîé p = 0. Â å¼ òî÷êàõ äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé
ïîëó÷àåì Ft+pFx = 0, Fx = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå x(t) = 0

ÿâëÿåòñÿ îñîáûì.

2. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êëåðî: t = −ψ′(p), x = −pψ′(p)+

+ψ(p). Â åãî òî÷êàõ äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèè áóäåì èìåòü
Fx = 1, Ft(t, x, p) + pFx(t, x, p) = −p + p = 0. Çíà÷èò, ýòî ðåøå-
íèå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì. Èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè t(p) âûòåêàåò
òðåáîâàíèå ψ′′(p) 6= 0.

2.5. Çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ

è ïàðàìåòðîâ

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàâè-
ñèò îò ïàðàìåòðîâ, òî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê èçìåíÿåòñÿ ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Îáîçíà÷èâ ÷åðåç t0, x0 � íà÷àëüíûå äàííûå, à ÷åðåç µ � ïàðàìåòð,
ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

dx

dt
= µx, x(t0, t0, x0, µ) = x0.
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Å¼ ðåøåíèå èìååò âèä

x(t, t0, x0, µ) = x0e
µ(t−t0), −∞ < t, t0, x0, µ <∞.

Ìû âèäèì, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ìàëîå èçìåíåíèå ïàðàìåò-
ðà µ è íà÷àëüíûõ äàííûõ t0, x0 ïðèâîäèò ê ìàëîìó èçìåíåíèþ ðåøå-
íèÿ. Êàêèå òðåáîâàíèÿ íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷òîáû ýòî ñâîéñòâî ðåøåíèÿ çàâåäîìî
âûïîëíÿëîñü?

Åñëè íà÷àëüíûå äàííûå t0, ~x0 ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè è
èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ,
òî å¼ ðåøåíèå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ~x = φ(t, ~µ).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè è èññëåäóåì çàâèñèìîñòü å¼ ðåøåíèÿ îò
ïàðàìåòðîâ:

d~x

dt
= ~f(t, ~x, ~µ), ~x(t0, ~µ) = ~x0. (2.30)

Çäåñü ~f = colon(f1, . . . , fn), x̃ = colon(x1, . . . , xn), µ̃ = colon(µ1, . . . , µk);

fi(t, ~x, ~µ) = fi(t, x1, . . . , xn, µ1, . . . , µk), i = 1, n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iµ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rk~µ : Iµ = {~µ : ‖~µ− ~µ?‖ < q},
ãäå q � íåêîòîðîå ÷èñëî, à ~µ? � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè ~f(t, ~x, ~µ) îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ωµ = Iµ × Ω = {t, ~x, ~µ : (t, ~x) ∈ Ω, ~µ ∈ Iµ} ,

ãäå îáëàñòü Ω ⊂ Rn+1
t,~x .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

1. ~f(t, ~x, ~µ) ∈ C (Ωµ) ; (2.31)

2. ~f(t, ~x, ~µ) ∈ Lip~x
(
ΩL
)
. (2.32)

Óñëîâèå (2.32) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ~f(t, ~x, ~µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî ~x (ðàâíîìåðíî ïî t è ~µ) â ëþáîé çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè ΩL òàêîé, ÷òî ΩL ⊂ Ωµ.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (t0, ~x0) ∈ Ω. Îïðåäåëèì, êàê è ðàíåå,
÷åðåç R öèëèíäð ñ öåíòðîì â òî÷êå (t0, ~x0) :

R =
{
t, ~x : |t− t0| < a, ‖~x− ~x0‖ < b, R ⊂ Ω

}
.
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×èñëà a è b âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî, íî òàê, ÷òîáû R ⊂ Ω. Ïóñòü
îáëàñòü Jµ = {~µ : ‖~µ− ~µ?‖ < r, r < q} . ßñíî, ÷òî Jµ ⊂ Iµ. Íà êîìïàêòå
R× Jµ ôóíêöèÿ ~f(t, ~x, ~µ) äîñòèãàåò ñâîåé òî÷íîé ãðàíè. Îáîçíà÷èì

sup
(t,~x,~µ)∈R×Jµ

‖~f(t, ~x, ~µ)‖ = M, h = min

{
a,

b

M

}
,

è ðàññìîòðèì öèëèíäð Q òàêæå ñ öåíòðîì â òî÷êå (t0, ~x0):

Q =
{

(t, ~x) : |t− t0| < h, ‖~x− ~x0‖ < b, Q ⊆ R
}
.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Rn+k+1
t,~x,~µ îáëàñòü Vµ = Q × Jµ. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî V µ ⊆ Ωµ. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.30) òàê æå, êàê è â
ëåììå 2.3, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âåêòîðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â
êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé:

~x(t, ~µ) = ~x0 +

t∫
t0

~f(τ, ~x(τ, ~µ), ~µ)dτ. (2.33)

Äëÿ ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.33) îïðåäå-
ëèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~φ0(t, ~µ) = ~x0,

. . .

~φn(t, ~µ) = ~x0 +

t∫
t0

~f(τ, ~φn−1(τ, ~µ), ~µ)dτ, |t− t0| ≤ h, ~µ ∈ Jµ, n ∈ N.

(2.34)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Utµ îáëàñòü: Utµ = {t, ~µ : |t− t0| < h, ~µ ∈ Jµ} .

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ~f(t, ~x, ~µ) â îáëàñòè Ωµ óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì (2.31), (2.32). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t0, ~x0) ∈ Ω

íàéä¼òñ òàêîå h > 0, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.30) ~φ(t, ~µ) ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïðè |t− t0| ≤ h, ~µ ∈ Jµ (~φ(t, ~µ) ∈ C(U tµ)).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (t0, ~x0) ∈ Ω

è öèëèíäð Q c öåíòðîì â ýòîé òî÷êå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4
ïîñòðîèì ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.33) â çàìêíóòîé îáëà-
ñòè V µ = Q × Jµ, èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (2.34).
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Ãðàôèê ôóíêöèè ~φ0(t, ~µ) = ~x0 íå âûõîäèò èç çàìêíóòîé îáëàñòè V µ.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ~φ1(t, ~µ) è ïðîèçâåäåì îöåíêó

‖~φ1 − ~x0‖ ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖~f(t, ~φ0(τ, ~µ), ~µ)‖dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤M |t− t0| ≤Mh ≤ b. (2.35)

Òàêèì îáðàçîì, ~φ1 ∈ V µ. Íåòðóäíî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü, ÷òî ~φn(t, ~µ) ∈

∈ V µ äëÿ ëþáîãî n ≥ 2. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~φn−1(t, ~µ) ∈

∈ V µ. Òîãäà

‖~φn − ~x0‖ ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖~f(t, ~φn−1(τ, ~µ), ~µ)‖dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤Mh ≤ b (2.36)

è ~φn(t, ~µ) ∈ V µ. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ~f(t, ~x, ~µ) òàêæå ñëåäóåò,
÷òî âñå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ~φn(t, ~µ) (2.34) ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè â çàìêíóòîé îáëàñòè V µ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
~φn(t, ~µ)

}
, n = 0, 1, 2, . . . ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè n→∞. Ðàññìîòðèì ðÿä

~φ0 + (~φ1 − ~φ0) + · · ·+ (~φn − ~φn−1) + . . . (2.37)

Òàê êàê ~Sn = ~φn, òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
~φn

}∞
n=0

ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà (2.37). Îöåíèì åãî ÷ëåíû. Òàê

êàê ôóíêöèÿ ~f(t, ~x, ~µ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà (2.32) â îá-
ëàñòè V µ, òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê
(t, ~x1, ~µ) ∈ V µ è (t, ~x2, ~µ) ∈ V µ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖~f(t, ~x2, ~µ)− ~f(t, ~x1, ~µ)‖ ≤ L‖~x2 − ~x1‖.

Îòñþäà è èç îöåíêè (2.35) èìååì

‖~φ2 − ~φ1‖ ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖~f(t, ~φ1(τ, ~µ), ~µ)− ~f(t, ~φ0(τ, ~µ), ~µ)‖dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ LM |t− t0|
2

2
.
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü
îöåíêè, ñïðàâåäëèâûå â çàìêíóòîé îáëàñòè V µ:

‖~φn − ~φn−1‖ ≤MLn−1 |t− t0|n

n!
, n ∈ N. (2.38)

Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (2.37) ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿ-
ùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì:

‖~φ0‖+
∞∑
k=1

MLk−1h
k

k!
.

Òàê êàê ~Sn = ~φn, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü
{
~φn

}∞
n=0

â çàìêíóòîé îáëàñòè V µ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè n→
→∞ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè:

~φn(t, ~µ)⇒ ~φ(t, ~µ).

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè n→∞ â íåðàâåíñòâå (2.36)

‖~φn(t, ~µ)− ~x0‖ ≤ b,

ïîêàçûâàåò, ÷òî ~φ(t, ~µ) ∈ V µ. Èç èçâåñòíîé òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà âûòåêàåò, ÷òî ~φ(t, ~µ) ∈ C(U tµ). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ~φ(t, ~µ)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âåêòîðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.33). Äëÿ
ýòîãî ïðîèçâåäåì îöåíêó∥∥∥∥∥∥

t∫
t0

~f(τ, ~φ(τ, ~µ), ~µ)dτ −
t∫

t0

~f(τ, ~φn(τ, ~µ), ~µ)dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤
∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥~f(τ, ~φ(τ, ~µ), ~µ)−

− ~f(τ, ~φn(τ, ~µ), ~µ)
∥∥∥ dτ ≤ hL sup

(t,~x,~µ)∈V µ
‖~φ− ~φn‖ → 0, n→∞,

òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
~φn

}∞
n=0

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïåðåõî-

äÿ ê ïðåäåëó n → ∞ â (2.34), ïîëó÷èì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
~φ(t, ~µ) óäîâëåòâîðÿåò âåêòîðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Èç îñ-
íîâíîé òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî. �

Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ ÇÊ (2.30) îò íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ t0, ~x0 ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îá èçó÷åíèè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò
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ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ òîëüêî â ïðàâóþ ÷àñòü íåêîòîðîé íîâîé ñèñòå-
ìû. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîèçâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè (2.30)

~x = ~x0 + ~y, t = t0 + τ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâóþ çàäà÷ó Êîøè:

d~y

dτ
= ~Φ(τ, ~y, ~µ, t0, ~x0), ~y(0, t0, ~x0, ~µ) = ~0, (2.39)

~Φ(τ, ~y, ~µ, t0, ~x0) ≡ ~f(t0 + τ, ~x0 + ~y, ~µ).

Â çàäà÷å Êîøè (2.39) íà÷àëüíûå äàííûå t0, ~x0 òåïåðü èãðàþò ðîëü
ïàðàìåòðîâ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó Êîøè, èññëåäîâàííóþ
âûøå.

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íàé-
äåííîãî â òåîðåìå 2.4 ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4 è ∂ ~f
∂xi

,
∂ ~f
∂µj
∈ C(V µ), i = 1, n, j = 1, k. Òîãäà îïðåäåëåííîå â òåîðåìå 2.4 ðåøå-

íèå ~φ(t, ~µ) ∈ C1(U tµ). Êðîìå òîãî, ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ∂2φ
∂t∂µj

, j =

= 1, k, íåïðåðûâíû è íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïóñòü â îáëàñòè Ωµ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.5 è ~φ(t, ~µ) � ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè (2.30). Çàôèêñèðóåì êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå ~µ = ~µ0,

~µ0 ∈ Jµ. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíûå ∂~φ
∂µj

, j = 1, k ïðè
~µ = ~µ0 íå òîëüêî îïðåäåëèâ ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè (2.39),
íî è ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî êàæäîé ïðîèçâîäíîé ∂~φ
∂µj

(t, ~µ0), j = 1, k. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-
ñìîòðèì òîæäåñòâî

d~φ(t, ~µ)

dt
= ~f(t, ~φ(t, ~µ), ~µ).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî ïî µj , j = 1, k è ïîëîæèì ~µ = ~µ0. Òîãäà

d

dt

(
∂~φ

∂µj

)∣∣∣∣∣
~µ=~µ0

=
n∑
i=1

∂ ~f

∂xi
(t, ~φ(t, ~µ0), ~µ0)

∂φi
∂µj

(t, ~µ0)+
∂ ~f

∂µj
(t, ~φ(t, ~µ0), ~µ0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå ~zj = ∂~φ
∂µj

(t, ~µ0) óäîâëåòâîðÿþò ëè-
íåéíûì âåêòîðíûì óðàâíåíèÿì

d~zj
dt

= A(t)~zj +~bj , j = 1, k,
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ãäå A(t) =
(
∂fm
∂xi

(t, ~φ(t, ~µ0), ~µ0)
)
, m = 1, n, i = 1, n, ~bj(t) = ∂ ~f

∂µj

(
t, ~φ ×

× (t, ~µ0), ~µ0

)
, j = 1, k. Ïîñêîëüêó ~φ(t0, ~µ) = ~x0 ïðè ëþáîì ~µ ∈ Jµ, òî

∂~φ

∂µj
(t0, ~µ0) = ~0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îòûñêàíèÿ ïðîèçâîäíîé ~zj = ∂~φ
∂µj

(t, ~µ0) íóæíî ðå-
øèòü çàäà÷ó Êîøè:

d~zj
dt

= A(t)~zj +~bj , ~zj(t0, ~µ0) = ~0. (2.40)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.40) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé â âàðè-

àöèÿõ. Åñëè îáîçíà÷èòü ∂~φ
∂~µ = Z, ãäå

Z =


∂φ1

∂µ1
. . . ∂φ1

∂µk

. . . . . . . . .
∂φn
∂µ1

. . . ∂φn
∂µk

 ,

òî óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò âèä{
dZ
dt = ∂ ~f

∂~xZ + ∂ ~f
∂~µ ,

Z(t0, ~µ0) = (0)n×k.

Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ôîðìàëüíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (2.30) ïî ïàðàìåòðàì. Òåîðåìà 2.5
ïîçâîëÿåò äàòü ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ýòîé îïåðàöèè. Îíî ïðèâåäåíî â
[7, 8]. Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ ïî íà÷àëüíûì
äàííûì.

Ïðèìåð 2.5.1. ([14], 1066)
Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî íà÷àëüíîìó äàííîìó x0 ïðè x0 = 0 îò ðå-

øåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

x′ = x+ x2 + tx3, x(2) = x0. (2.41)

Ðåøåíèå

1) Ïåðâûé ñïîñîá.
Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðè x0 = 0 åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è
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Êîøè (2.41) áóäåò ôóíêöèÿ x(t) = 0. Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè, óêàçàí-
íîé â ïàðàãðàôå âûøå, ñâåä¼ì çàäà÷ó Êîøè (2.41) ê íîâîé, ïîäîáíîé
(2.39), â êîòîðîé ïàðàìåòðû âõîäÿò òîëüêî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî ïðîèçâåäåì çàìåíó t = 2 + τ (t0 = 2), x = x0 + z(τ, 2, x0). Â
íîâûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à Êîøè (2.41) ñòàíåò ñëåäóþùåé

z′τ = (x0 + z) + (x0 + z)
2

+ (τ + 2) (x0 + z)
3

= (x0 + z)Z1, (2.42)

z(0, 2, x0) = 0,

ãäå Z1 = 1 + (x0 + z) + (τ + 2) (x0 + z)
2
. Ïðè x0 = 0 åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.42) áóäåò ôóíêöèÿ z(τ, 2, 0) = 0. Îáîçíà÷èì
∂z
∂x0

(τ, 2, x0) = u(τ, 2, x0) è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x0 óðàâíåíèå (2.42):

u′τ = (1 + u)Z1 + (x0 + z)
∂Z1

∂x0
, u(0, 2, x0) = 0.

Ïîëîæèì x0 = 0. Òîãäà x0+z = 0 è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u(τ, 2, 0)

ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè:

u′τ = 1 + u, u(0, 2, 0) = 0.

Â ðåçóëüòàòå å¼ ðåøåíèÿ íàõîäèì

u = −1 + Ceτ ⇒ C = 1, u = −1 + eτ .

Îòñþäà èìååì(
∂x

∂x0

)∣∣∣∣
x0=0

= 1 + u(τ, 2, 0) = 1− 1 + eτ = eτ = et−2.

2) Âòîðîé ñïîñîá.
Îáîçíà÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.41) ÷åðåç x = φ(t, 2, x0). Çäåñü

t0 = 2. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
ïðè x0 = 0 áóäåò ôóíêöèÿ φ(t, 2, 0) ≡ 0, t ∈ J . Ïðîäèôôåðåíöèðó-
åì óðàâíåíèå è íà÷àëüíîå óñëîâèå (2.41) ïî x0 è ïîëîæèì x0 = 0. Â
ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u = ∂x

∂x0
(t, 2, 0) ïîëó÷èì çàäà÷ó

Êîøè:
du

dt
= u, u(2, 2, 0) = 1.

Å¼ ðåøåíèå äà¼ò u = et−2.

3) Òðåòèé ñïîñîá.
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Íà ïðàêòèêå çàäà÷ó Êîøè (2.41) ÷àñòî ðåøàþò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Å¼ ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåò-
ðó x0:

x = x0φ1(t) + x2
0φ2(t) + o(x2

0), φ1(2) = 1.

Çàòåì ýòî ðàçëîæåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ â óðàâíåíèå (2.41). Â ðåçóëüòà-
òå ïðèðàâíèâàíèÿ ÷ëåíîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà
x0 äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè φ1(t) ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè, ðåøåíèå
êîòîðîé äà¼ò

φ′1 = φ1, φ1(2) = 1⇒ φ1(t) = et−2.♦

2.6. Óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûå

îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Çàäà÷à Êîøè,

òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèícòâåííîñòè å¼ ðåøåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, ~z) ∈ C(Ω),Ω ⊂ Rn+1.
Óðàâíåíèå âèäà

x(n) = f(t, x, · · · , x(n−1)), (2.43)

â êîòîðîì t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ,
à x′(t), · · · , x(n)(t) � å¼ ïðîèçâîäíûå, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì n-ãî ïî-
ðÿäêà, ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.6.1. Ôóíêöèÿ x(t), t ∈ J , íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (2.43) íà èíòåðâàëå J , åñëè

1) x(t) ∈ Cn(J) äëÿ ëþáîãî t ∈ J ;
2)(t, x(t), · · · , x(n−1)(t)) ∈ Ω äëÿ ëþáîãî t ∈ J ;
3) x(n)(t) = f(t, x(t), · · · , x(n−1)(t)) äëÿ ëþáîãî t ∈ J .

Ïóñòü (t0, x0, x
′
0, · · · , x0

(n−1)) ∈ Ω.
Çàäà÷à Êîøè.Íàéòè ðåøåíèå ϕ(t), t ∈ J , óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

(2.43), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

x(t0) = x0, x
′(t0) = x′0, · · · , x(n−1)(t0) = x

(n−1)
0 , t0 ∈ J. (2.44)

Óðàâíåíèå (2.43) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ïîìî-
ùüþ çàìåíû:

z1 = x, z2 = x′, · · · , zn = x(n−1). (2.45)
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Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé zi(t), i = 1, n áó-
äåì èìåòü ñèñòåìó óðàâíåíèé [13]:

z′1 = z2,

· · ·
z′n−1 = zn,

z′n = f(t, z1, · · · , zn).

(2.46)

Åñëè x = ϕ(t), t ∈ J , � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà (2.43), òî
âåêòîð-ôóíêöèÿ

~z(t) = colon
(
ϕ(t), ϕ′(t), · · · , ϕ(n−1)(t)

)
äà¼ò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû (2.46). Îáðàòíî, åñëè ~z(t) =

= colon (z1(t), z2(t), · · · , zn(t)) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.46), òî n ðàç íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ x = z1(t) (z1

(n) = z′n) áóäåò ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà (2.43).

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé, ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (2.46) ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì
(2.45) è (2.44) ïðèíèìàþò âèä

~z(t0) = colon
(
x0, x

′
0, x
′′
0 , · · · , x

(n−1)
0

)
. (2.47)

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü f(t, ~z) ∈ C(Ω), Ω ⊂ Rn+1, f(t, ~z) ∈ Lip~z(ΩL).

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå α > 0, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.43), (2.44)
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà èíòåðâàëå (t0 − α, t0 + α).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïðè óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ
f(t, ~z), çàäà÷à Êîøè (2.46), (2.47) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 2.1. Â ñèëó ïðîèçâåäåííîé çàìåíû (2.45) çàäà÷à Êîøè (2.43),
(2.44) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å Êîøè (2.46), (2.47) äëÿ ñèñòåìû. Îòñþäà
âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû 2.6. �

×òîáû â äàëüíåéøåì ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå
ïîâòîðÿòüñÿ, îíî áóäåò êðàòêî îáîçíà÷àòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ÇÊ
(2.43), (2.44) ⇔ ÇÊ (2.46), (2.47). Òàêæå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ àíàëîãè÷-
íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.
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Ãëàâà 3

Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

3.1. Íîðìàëüíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

3.1.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, çàäà÷à Êîøè,

òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ñèñòåìà âèäà

dxk
dt

= fk(t, ~x) ≡
n∑
i=1

pki(t)xi + gk(t), k = 1, n; t ∈ J,

íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Íèæå ïðåäïîëàåòñÿ, ÷òî pki(t), gk(t) ∈ C(J); i, k = 1, n.

Ñîãëàñíî òåîðåìå ïðîäîëæåíèÿ 2.4 êàæäîå ðåøåíèå ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà âåñü ïðîìåæóòîê J . Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáîå ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà ýòîì ïðî-
ìåæóòêå.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè x1(t),

x2(t), · · · , xn(t), t ∈ J , íàçûâàþòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé ñèñòåìû, åñëè
ïðè ïîäñòàíîâêå èõ â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîñëåäíèå îáðàùàþòñÿ â òîæ-
äåñòâà ïðè t ∈ J .

Ëèíåéíóþ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå
â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ

d~x

dt
= P (t)~x+ ~g(t), (3.1)
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ãäå

P (t) =

p11(t) · · · p1n(t)

· · · · · · · · ·
pn1(t) · · · pnn(t)

 , ~g(t) =

g1(t)

· · ·
gn(t)

 .

Óðàâíåíèå (3.1) íàçûâàþò êàê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì,
èìåÿ â âèäó åãî âåêòîðíóþ ôîðìó, òàê è ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñîãëàñíî ïåðâîíà÷àëüíîìó îïðåäåëåíèþ.
Åñëè ~g(t) ≡ ~0, t ∈ J , òî ñèñòåìà

d~x

dt
= P (t)~x (3.2)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíîé.
Íèæå ïðè ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è Êîøè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

J =< a, b >.
Çàäà÷à Êîøè. Íàéòè ðåøåíèå ~ϕ(t), t ∈ J ñèñòåìû (3.1), óäîâëå-

òâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

~ϕ(t0) = ~x0, t0 ∈ (a, b), (3.3)

ãäå ~x0 = colon (x01, · · · , x0n). ×èñëà t0, x01, · · · , x0n çàäàþòñÿ ïðîèç-
âîëüíî.
Çäåñü ìû åù¼ ðàç îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî òî÷êà t0 ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé ïðîìåæóòêà J . Â äàëüíåéøåì ýòî âñåãäà ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è Êîøè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðîâîäèòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
J = [a, b].

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà îòðåçêå
[a, b] îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~ϕ0(t) = ~x0,

· · · ,

~ϕn+1(t) = ~x0 +

t∫
t0

(P (τ)~ϕn(τ) + ~g(τ))dτ, n ∈ {0} ∪ N. (3.4)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (3.1) îïðåäåëå-
íà â çàìêíóòîé âûïóêëîé îáëàñòè Ω = [a, b] × Rn. Òàê êàê ôóíêöèè
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pij(t), gi(t) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b], òî îíè îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðîèçâîäíûå
∣∣∣ ∂fi∂xj

∣∣∣ = |pij(t)| ; i, j = 1, n, ãäå fi(t, ~x) = pi1(t)x1+

+ · · · + pinxn + gi(t), òàêæå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.1 ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (3.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Â îòëè÷èå îò îáùåãî ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (3.4)
îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ t ∈ [a, b]. Îäíàêî â ñèëó íåîãðàíè÷åííîñòè çà-
ìêíóòîé îáëàñòè Ω̄ èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ~f(t, ~x) íå ñëåäóåò å¼
îãðàíè÷åííîñòè. Ïîýòîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè (3.1), (3.3) ìû íå ìîæåì ñëåäîâàòü ñõåìå, êîòîðàÿ áûëà
èñïîëüçîâàíà â îáùåì ñëó÷àå âûøå [7, 8].

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè pij(t), gi(t) ∈ C([a, b]). Òîãäà ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè (3.1), (3.3) ñóùåñòâóåò íà âñåì îòðåçêå [a, b] è åäèí-

ñòâåííî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ôóíêöèè ~ϕ0(t), ~ϕ1(t) â (3.4) íà îòðåçêå
[a, b] íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðàçíîñòü òàêæå íåïðåðûâíà è
‖~ϕ1(t)− ~ϕ0(t)‖ ≤ C (ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà). Çäåñü C � íåêîòîðàÿ
ïîñòîÿííàÿ. Äàëåå, èç (3.4) èìååì

‖~ϕ2(t)− ~ϕ1(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

[
~f(τ, ~ϕ1(τ))− ~f(τ, ~ϕ0(τ))

]
dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥[~f(τ, ~ϕ1(τ))− ~f(τ, ~ϕ0(τ))
]∥∥∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ L

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

‖~ϕ1(τ)− ~ϕ0(τ)‖ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ LC|t− t0| ≤ LC(b− a).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, íàõîäèì àíàëîãè÷íî äëÿ
ëþáîãî n ∈ N :

‖~ϕn+1(t)− ~ϕn(t)‖ ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥~f(τ, ~ϕn(τ))− ~f(τ, ~ϕn−1(τ))
∥∥∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ CLn |t− t0|

n

n!
≤ CLn (b− a)n

n!
.

Èç íàéäåííûõ îöåíîê âûòåêàåò, ÷òî ðÿä

~ϕ0(t) + (~ϕ1(t)− ~ϕ0(t)) + · · ·+ (~ϕn+1(t)− ~ϕn(t)) + · · · (3.5)
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ìàæîðèðóåòñÿ íà îòðåçêå [a, b] ñõîäÿùèìñÿ (ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà)
÷èñëîâûì ðÿäîì

‖~ϕ0‖+ C + LC(b− a) + · · ·+ CLn
(b− a)n

n!
+ · · ·

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ðÿä (3.5) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
Òàê êàê ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà ~Sn(t) = ~ϕn(t), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{~ϕn(t)} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b] ïðè n → ∞. Îòñþäà
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ~ϕ(t) ∈ C([a, b]).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ~ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè (3.1), (3.3). Äëÿ ýòîãî ïðîèçâåäåì îöåíêó

sup
t∈[a,b]

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

[
~f(τ, ~ϕn(τ))− ~f(τ, ~ϕ(τ))

]
dτ

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ sup
t∈[a,b]

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

∥∥∥~f(τ, ~ϕn(τ))− ~f(τ, ~ϕ(τ))
∥∥∥ dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ L(b− a) sup

t∈[a,b]

‖~ϕn(t)− ~ϕ(t)‖.

Òàê êàê ~ϕn(t) ⇒ ~ϕ(t), n → ∞ (t ∈ [a, b]), òî lim
n→∞

supt∈[a,b] ‖~ϕn(t)−
−~ϕ(t)‖ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

t∫
t0

~f(τ, ~ϕn(τ))dτ ⇒

t∫
t0

~f(τ, ~ϕ(τ))dτ, n→∞, t ∈ [a, b].

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ~ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ

~ϕ(t) = ~x0 +

t∫
t0

[P (τ)~ϕ(τ) + ~g(τ)] dτ,

à çíà÷èò, è ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Êîøè. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò
èç îñíîâíîé òåîðåìû. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà â ñëó÷àå ëþáîãî ïðîìå-
æóòêà < a, b >. �

Ñëåäñòâèå 3.1.1. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû (3.2) ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.3) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ ~x(t) = ~0, t ∈ [a, b].
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Çàìå÷àíèå 3.1.1. Îòìåòèì îñîáåííîñòè òåîðåìû: âî-ïåðâûõ, íà÷àëü-
íûå äàííûå ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì; âî-âòîðûõ,
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò ñðàçó íà âñåì îòðåçêå [a, b], íà êî-
òîðîì çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè pij(t), gi(t); i, j = 1, n.♦

3.1.2. Ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé

ó ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îáðàçóþò ëè-
íåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ~xi(t), t ∈ [a, b],

i = 1,m, � ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2),
òîãäà èõ ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òàêæå áóäåò ðåøåíèåì. Íàì
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü äàííîãî ïðîñòðàíñòâà è íàéòè åãî
áàçèñ. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n,
à áàçèñîì ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 3.1.3. Âåêòîð-ôóíêöèè ~x1(t), · · · , ~xn(t), t ∈ J , íàçûâà-
þòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà ïðîìåæóòêå J , åñëè ðàâåíñòâî

Ñ1~x1(t) + · · ·+ Ñn~xn(t) = ~0, (3.6)

ãäå Ñi, i = 1, n, � ïîñòîÿííûå, ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî t ∈ J ëèøü
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ñi = 0, i = 1, n.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñèñòåìû âåêòîð-
ôóíêöèé ~x1, · · · , ~xn, t ∈ J :

W (t) ≡W [~x1(t), · · · , ~xn(t)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) · · · xn1(t)

x12(t) · · · xn2(t)

· · · · · · · · ·
x1n(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.7)

Çäåñü ~xk = colon(xk1, ...xkn), k = 1, n.

Ëåììà 3.1. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèè ~x1(t), · · · , ~xn(t), t ∈ J , � ëèíåéíî

çàâèñèìûå, òî W (t) ≡ 0, t ∈ J .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Åñëè ôóíêöèè ~x1(t), · · · , ~xn(t), t ∈ J , ëè-
íåéíî çàâèñèìûå, òî â ðàâåíñòâå (3.6) õîòÿ áû îäíà ïîñòîÿííàÿ îòëè÷íà
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îò íóëÿ. Ïóñòü C1 6= 0. Òîãäà

~x1(t) = −
n∑
i=2

Ci
C1
~xi(t)

Ïîäñòàâëÿÿ ~x1(t) â (3.7), ïîëó÷èì W (t) ≡ 0, t ∈ J . �

Ëåììà 3.2. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèè ~x1(t), · · · , ~xn(t), t ∈ J , � ðåøåíèÿ

ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.2), òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) W (t) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ J ;
2) ñóùåñòâóåò t0 ∈ J òàêîå, ÷òî W (t0) = 0;

3) ðåøåíèÿ ~x1, · · · , ~xn � ëèíåéíî çàâèñèìûå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Èìïëèêàöèÿ 1)⇒ 2) ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé.
Äîêàæåì èìïëèêàöèþ 2)⇒ 3). Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (3.6) ïðè t = t0
êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ Ci, i = 1, n. Òàê êàê
W (t0) = 0, òî îíà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå Ci = Ñ̂i, i = 1, n.
Ñîñòàâèì ôóíêöèþ

~x(t) =
n∑
i=1

Ĉi~xi(t).

Î÷åâèäíî, ÷òî ~x(t) � ðåøåíèå. Òàê êàê ~x(t0) = 0, òî èç ñëåäñòâèÿ ê
òåîðåìå 3.1 ñëåäóåò ~x(t) ≡ 0. Çíà÷èò, ðåøåíèÿ ~xi(t), i = 1, n, � ëèíåéíî
çàâèñèìûå íà ïðîìåæóòêå J .

Èìïëèêàöèÿ 3)⇒ 1) ñëåäóåò èç ëåììû 3.1. �

Ëåììà 3.3. Ïóñòü ~x1(t), · · · , ~xn(t), t ∈ J , � ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.2). Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ðåøåíèÿ ~x1(t), · · · , ~xn(t) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå;

2) W (t) 6= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ J ;
3) ñóùåñòâóåò t0 ∈ J òàêîé, ÷òî W (t0) 6= 0.

Äîêàçàòü ëåììó ñàìèì.

Òåîðåìà 3.2. Â ïðåäïîëîæåíèè òåîðåìû 3.1 ëþáàÿ ëèíåéíàÿ îäíî-

ðîäíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.2) èìååò n ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Âûáåðåì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

~ϕ1(t0) = colon(1, 0, · · · , 0),

~ϕ2(t0) = colon(0, 1, · · · , 0),

· · ·
~ϕn(t0) = colon(0, 0, · · · , 1). (3.8)

Òàê êàê ïðè t = t0 îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (t0) 6= 0, òî ñîãëàñíî
ëåììå 3.3 ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.8) ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. �

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ëèíåé-
íîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ).

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.2)
ñ íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
ñóùåñòâóåò. Êîëè÷åñòâî ÔÑÐ ó îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé áåñêî-
íå÷íî. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.8) âûáðàòü òàêèìè, ÷òîáû W (t0) 6=
6= 0, òî ïîëó÷èì äðóãóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

3.1.3. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ~xi(t) = colon(xi1, · · · , xin), t ∈ J, i = 1, n, � ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(3.2). Òîãäà äëÿ ëþáûõ t, t0 ∈ J èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ �

Îñòðîãðàäñêîãî:

W (t) = W (t0)e

t∫
t0

∑n
k=1 pkk(τ)dτ

. (3.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Èç (3.7) íàõîäèì

dW

dt
=
dWT

dt
=

n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
x11 · · · dx1k

dt · · · x1n

· · · · · · · · · · · · · · ·
xn1 · · · dxnk

dt · · · xnn

∣∣∣∣∣∣ =

n∑
k=1

Wk.

Ñîãëàñíî îäíîðîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.2) äëÿ ôóíêöèé xlk, l, k =

= 1, n èìååì
dxlk
dt

=
n∑
i=1

pkixli.
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Ïîäñòàâëÿÿ â îïðåäåëèòåëü Wk, ïîëó÷àåì

Wk =

∣∣∣∣∣∣
x11 · · ·

∑n
i=1 pkix1i · · · x1n

· · · · · · · · · · · · · · ·
xn1 · · ·

∑n
i=1 pkixni · · · xnn

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
x11 · · · pkkx1k · · · x1n

· · · · · · · · · · · · · · ·
xn1 · · · pkkxnk · · · xnn

∣∣∣∣∣∣ = pkkW,

dW

dt
=

n∑
k=1

pkkW ⇒W (t) = Ce

t∫
t0

∑n
k=1 pkk(τ)dτ

.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàõîäèì: C = W (t0). �

Ñëåäñòâèå 3.3.1. Åñëè W (t0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî t0 ∈ J, òî W (t) =

= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ J . Åñëè W (t0) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî t0 ∈ J, òî
W (t) 6= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ J .

Çàìå÷àíèå 3.1.2. Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ W (t)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

W (t) = Ce
∫ ∑n

k=1 pkk(t)dt.♦

Çàìå÷àíèå 3.1.3. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

a0x
′′ + a1x

′ + a2x = f(t), a0 6= 0, t ∈ J. (3.10)

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó y = x′, ïîëó÷èì ñèñòåìó, ÿâëÿþùóþñÿ ñèñòåìîé
(2.46) ïðè n = 2: {

x′ = y,

y′ = −a2a0x−
a1
a0
y − f(t)

a0
.

(3.11)

Èç ñèñòåìû (3.11) ñëåäóåò
n∑
k=1

pkk = −a1

a0
⇒W (t) = Ce

−
∫ a1(t)

a0(t)
dt
.♦

3.1.4. Ñòðóêòóðà ðåøåíèé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ~ϕ1(t), · · · , ~ϕn(t), t ∈ J � ÔÑÐ ëèíåéíîé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî å¼ ðå-

øåíèÿ ~x(t), t ∈ J , ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïîñòîÿííûõ Ñi, i = 1, n,
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÷òî

~x(t) =
n∑
i=1

Ci~ϕi(t).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Âîçüìåì êàêîå-ëèáî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé
t0 ∈ J . Âåêòîðû ~ϕi(t0) îáðàçóþò áàçèñ, ïîýòîìó âåêòîð ~x(t0) ìîæåò
áûòü ðàçëîæåí ïî ýòîìó áàçèñó.

~x(t0) =

n∑
i=1

Ñi~ϕi(t0).

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå

~x?(t) =

n∑
i=1

Ñi~ϕi(t).

Ïðè t = t0 ïî ïîñòðîåíèþ èìååì ~x(t0) = ~x?(t0). Òîãäà ïî òåîðåìå
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì ~x(t) = ~x?(t) =

∑n
i=1 Ci~ϕi(t)

äëÿ ëþáîãî t ∈ J. �
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ~x(t) =

∑n
i=1 Ci~ϕi(t), ãäå Ci, i = 1, n,

� ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: ëþáîå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â òàêîì âèäå è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ôóíêöèé

∑n
i=1 Ci~ϕi(t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Îòñþäà âûòåêàåò,

÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòå-
ìû (3.2) ðàâíà n.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ~X(t), t ∈ J , � êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå ëè-

íåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.1) , à ~ϕi(t), i = 1, n, �

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé îä-

íîðîäíîé ñèñòåìû (3.2). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ~x(t), t ∈ J , ëèíåé-
íîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.1) ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïîñòîÿí-

íûõ, ÷òî

~x(t) = ~X(t) +
n∑
i=1

Ci~ϕi(t).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïðîèçâåäåì çàìåíó ~z(t) = ~x(t) − ~X(t) â
ñèñòåìå (3.1):

d~z

dt
+
d ~X

dt
= P~z + P ~X + ~f(t)⇒ d~z

dt
= P~z.
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Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû âûòåêàåò

~z(t) =
n∑
i=1

Ci~ϕi(t)⇒ ~x(t) = ~X(t) +
n∑
i=1

Ci~ϕi(t).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå x(t), t ∈ J íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (3.1) ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû, à äðóãîå � ÷àñòíûì
ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Îïðåäåë¼ííàÿ â òåîðåìå 3.5 ôóíê-
öèÿ x(t), t ∈ J ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (3.1). �

3.1.5. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì

âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ

Ïóñòü ~ϕi(t), t ∈ J, i = 1, n, � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.2). Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè (3.1), (3.3). Ìàòðèöà
Φ(t), ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîð-ôóíêöèé ~ϕi(t),
íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Èç òåîðåìû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (3.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ~x(t) = Φ(t)~Ñ. Âîçüì¼ì
ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó òàêîé, ÷òîáû Φ(t0) = E, ãäå t0 ∈ J . Áóäåì
èñêàòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.1) â âèäå

~x(t) = Φ(t)~Ñ(t), ~Ñ(t) ∈ C1(J). (3.12)

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (3.12) â ñèñòåìó (3.1), ïîëó÷èì

d~x(t)

dt
=
dΦ

dt
~Ñ(t) + ~Φ

dÑ
dt

= PΦ~Ñ(t) + Φ
d~Ñ
dt

= PΦ~Ñ(t) + ~f(t),

d~Ñ
dt

= Φ−1(t)~f(t)⇒ ~Ñ(t) = ~Ñ(t0) +

t∫
t0

Φ−1(τ)~f(τ)dτ.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå ~Ñ(t) â ôîðìóëó (3.12), íàõîäèì

~x(t) = Φ(t)~Ñ(t0) + Φ(t)

t∫
t0

Φ−1(τ)~f(τ)dτ.
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Ïðè t = t0 èìååì ~x(t0) = ~C(t0) = ~x0. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

~x(t) = Φ(t) ~x0 + Φ(t)

t∫
t0

Φ−1(τ)~f(τ)dτ.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Êîøè. Îíà áûëà ïîëó-
÷åíà ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.

3.2. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè

êîýôôèöèåíòàìè

3.2.1. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè

Óðàâíåíèå âèäà

p0(t)x(n) + · · ·+ pn(t)x = g(t), p0(t) 6= 0, t ∈ J, (3.13)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ
pi(t), g(t) ∈ C(J), i = 0, n; p0(t) 6= 0.

Îáîçíà÷èì åãî ëåâóþ ÷àñòü ÷åðåç L[x(t)]. Òîãäà îíî ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â êîìïàêòíîé ôîðìå L[x(t)] = g(t). Åñëè g(t) ≡ 0, òî óðàâíå-
íèå

L[x(t)] ≡ p0(t)x(n) + · · ·+ pn(t)x = 0 (3.14)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíûì. Â ñëó-
÷àå óðàâíåíèÿ (3.13) â ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ñèñòåìå (2.46) áóäåì èìåòü

f(t, ~z) = −pn
p0
z1 − · · · −

p1

p0
zn +

g(t)

p0
. (3.15)

Â ñôîðìóëèðîâàííîé íèæå òåîðåìå èñïîëüçîâàíî âòîðîå îáîçíà÷åíèå
ïðîìåæóòêà: J =< a, b >. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî t0 ∈ (a, b).

Òåîðåìà 3.6. Åñëè pi(t), g(t) ∈ C(J), i = 0, n, p0(t) 6= 0, òî ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè (3.13), (2.44) ñóùåñòâóåò ñðàçó íà âñåì ïðîìåæóòêå

J è åäèíñòâåííî. Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå äàííûå t0, x0, x
′
0, · · · , x0

(n−1)

ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíî.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ
ÇÊ (3.13), (2.44) ⇔ ÇÊ (2.46), (2.47) è òåîðåìû 3.1. Â ñèñòåìå (2.46)
ôóíêöèÿ f(t, ~z) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (3.15). �

Ñëåäñòâèå 3.6.1. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ (3.14) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèÿ x(t) ≡ 0, t ∈ J .

3.2.2. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî.

Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

Ââåä¼ì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ ôóíêöèé xi(t), i = 1, n, t ∈ J ,

W (t) ≡W [x1(t), · · · , xn(t)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 · · · xn
x′1 · · · x′n
· · · · · · · · ·

x
(n−1)
1 · · · x

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.16)

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ôóíêöèè x1(t), · · · , xn(t), t ∈ J , íàçûâàþòñÿ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûìè íà ïðîìåæóòêå J , åñëè ðàâåíñòâî

n∑
i=1

Ñixi(t) = 0 (Ñi − ïîñòîÿííûå)

âîçìîæíî äëÿ ëþáîãî t ∈ J , åñëè è òîëüêî åñëè Ñi = 0, i = 1, n.

Ëåììà 3.4. Åñëè ôóíêöèè x1(t), · · · , xn(t) ëèíåéíî çàâèñèìûå íà ïðî-

ìåæóòêå J , òî

W [x1(t), · · · , xn(t)] ≡ 0, t ∈ J.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî! Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü
ôóíêöèè

x1(t) =

{
0, t ≤ 0,

e−
1
t2 , t > 0,

x2(t) =

{
0, t ≥ 0,

e−
1
t2 , t < 0.

Äîêàçàòü ëåììó ñàìèì.
Äîêàæåì ôîðìóëó Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî è òåîðåìó î ñóùå-

ñòâîâàíèè ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé.
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Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3.14).
Â ýòîì ñëó÷àå â ñîîòâåòñòâóþùåé åìó ñèñòåìå (2.46) ôóíêöèÿ f(t, ~z) =

= −pnp0 z1− · · · − p1
p0
zn è

∑n
i=1 pkk = −p1p0 , p0(t) 6= 0. Çäåñü èñïîëüçîâàíû

îáîçíà÷åíèÿ (2.45): x = z1, · · · , x(n−1) = zn. Îòñþäà è èç ôîðìóëû (3.9)
ïîëó÷èì ôîðìóëó Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ ðåøåíèé ëèíåéíîãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.14):

W (t) = W (t0)e
−

t∫
t0

p1(τ)

p0(τ)
dτ

, p0(τ) 6= 0. (3.17)

Äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (3.10) îíà áûëà ïîëó÷åíà ðàíåå â
ïîäïàðàãðàôå 3.1.3. Èç ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî ñëåäóåò:

1) Åñëè ñóùåñòâóåò t0 òàêîé, ÷òîW (t0) = 0, òîW (t) = 0 äëÿ ëþáîãî
t ∈ J ;

2) Åñëè ñóùåñòâóåò t0 òàêîé, ÷òîW (t0) 6= 0, òîW (t) 6= 0 äëÿ ëþáîãî
t ∈ J .

Ëåììà 3.5. Ïóñòü x1(t), · · · , xn(t), t ∈ J , � ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.14). Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíò-

íû:

1) ôóíêöèè x1(t), · · · , xn(t), t ∈ J , � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå;
2) W (t) 6= 0,∀t ∈ J ;
3) ñóùåñòâóåò t0 ∈ J òàêîé, ÷òî W (t0) 6= 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ëåììà 3.5 ñëåäóåò èç ëåììû 3.3 ñîãëàñíî
ñâÿçè ìåæäó óðàâíåíèåì (3.14) è ñèñòåìîé (2.46), à òàêæå ôîðìóëû
Ëèóâèëëÿ�Îñòðîãðàäñêîãî (3.17). �

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ëèíåé-
íîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.14) íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñè-
ñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ).

Òåîðåìà 3.7. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.14) ñ
íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è p0(t) 6= 0 ñóùåñòâóåò ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Âîçüìåì t0 ∈ J . Èç òåîðåìû 3.6 ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

x
(l−1)
k (t0) = δlk, 1 ≤ l, k ≤ n.
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Ñîãëàñíî ëåììå 3.5 ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.
Ìû ïîëó÷èì íîâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, åñëè âîçüì¼ì
äðóãèå íà÷àëüíûå äàííûå ïðè óñëîâèè W (t0) 6= 0. �

3.2.3. Ñòðóêòóðà ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

n-ãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà 3.8. Åñëè ϕ1(t), · · · , ϕn(t), t ∈ J , � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòå-
ìà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.14), òî äëÿ ëþáîãî

åãî ðåøåíèÿ x(t), t ∈ J , íàéä¼òñÿ òàêîé íàáîð ïîñòîÿííûõ Ñi, i = 1, n,

÷òî x(t) =
∑n
i=1 Ciϕi(t).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Òåîðåìà 3.8 ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.4 ñî-
ãëàñíî ñâÿçè ìåæäó óðàâíåíèåì (3.14) è ñèñòåìîé (2.46). Èç íå¼ âûòå-
êàåò, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà, èìååò ðàçìåðíîñòü n. Â êà÷åñòâå
áàçèñà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñè-
ñòåìó ðåøåíèé. �

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Ôóíêöèÿ x(t) =
∑n
i=1 Ciϕi(t) ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðå-

øåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.14).

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü X(t), t ∈ J , � êàêîå-íèáóäü ÷àñòíîå ðåøåíèå

ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.13), à ϕ1(t), · · · , ϕn(t), � ôóí-

äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t), t ∈ J , óðàâíåíèÿ

(3.13) ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïîñòîÿííûõ Ñi, i = 1, n, ÷òî x(t) =

=
∑n
i=1 Ciϕi(t) +X(t).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Òåîðåìà 3.9 ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.5 ñî-
ãëàñíî ñâÿçè ìåæäó óðàâíåíèåì (3.13) è ñèñòåìîé (2.46). Èç íå¼ âûòå-
êàåò, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) =

∑n
i=1 Ciϕi(t) + X(t) ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøå-

íèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.13). �

3.2.4. Ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ äëÿ ëèíåéíîãî

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü ϕ1(t), · · · , ϕn(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ëèíåé-
íîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.14). Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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(3.13) â âèäå x(t) =
∑n
i=1 Ci(t)ϕi(t), t ∈ J, Ci(t) ∈ C1(J), t ∈ J . Ðàñ-

ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ óðàâíåíèþ (3.13) ñèñòåìó (2.46) ñ f(t, ~z) =

= −pnp0 z1 − · · · − p1
p0
zn + g(t)

p0
.

Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì, ïðèíÿòûì â ñèñòåìå (3.1), ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ìàòðèöà Φ è âåêòîð-ôóíêöèÿ ~g(t) ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû èìå-
þò âèä

Φ =


ϕ1 · · · ϕn
ϕ′1 · · · ϕ′n
· · · · · · · · ·

ϕ
(n−1)
1 · · · ϕ

(n−1)
n

 , ~g(t) =


0

0

· · ·
g(t)
p0

 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
îò ôóíêöèé Ci(t), i = 1, n:

Φ
d~Ñ
dt

= ~g(t)⇔

⇔


ϕ1 C

′
1(t) + · · ·+ ϕn C

′
n(t) = 0,

ϕ′1 C
′
1(t) + · · ·+ ϕ′n C

′
n(t) = 0,

· · ·
ϕ

(n−1)
1 C ′1(t) + · · ·+ ϕ

(n−1)
n C ′n(t) = g(t)

p0
.

Ñèñòåìà ðàçðåøèìà, èáî det Φ = W (t) 6= 0. Îïðåäåëèâ C ′i(t), i = 1, n,
íåòðóäíî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.13).

3.3. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

3.3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0, t ∈ (a, b) (3.18)

Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ: êîýôôèöèåíòû q(t) ∈ C(a, b), p(t) ∈ C1(a, b),

(−∞ ≤ a, b ≤ +∞).
Øòóðì - . Ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîãî èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ôðàíöóçêèé ìàòåìàòèê Øòóðì, æèâøèé â ïîçàïðîøëîì
ñòîëåòèè, îòêðûë, ÷òî ïîâåäåíèå èõ ðåøåíèé èìååò áîëüøîå ñõîäñòâî ñ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè è ïîêàçàòåëüíûìè ôóíêöèÿìè, è óñòàíîâèë ðÿä
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÷ðåçâû÷àéíî âàæíûõ ñâîéñòâ íóëåé ðåøåíèÿ [9], [12].
Íèæå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Ëåììà 3.6. Ïóñòü x(t) � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.18).
Òîãäà ìíîæåñòâî íóëåé ðåøåíèÿ x(t), ñîäåðæàùèõñÿ íà ëþáîì îò-

ðåçêå [t1, t2] ⊂ (a, b), � êîíå÷íî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî: ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé ðåøåíèÿ x(t) íà îòðåçêå [t1, t2] ⊂ (a, b).
Èç îãðàíè÷åííîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî ýëåìåíòîâ, ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} òà-
êóþ, ÷òî tk → t0, k → ∞, t0 ∈ [t1, t2]. Òàê êàê x(tk) = 0 äëÿ ëþáîãî
k ∈ N , òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ x(t) èìååì

x(t0) = lim
k→∞

x(tk) = 0.

Ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ x′(t) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà. Èç îïðåäå-
ëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå t0 ∈ [t1, t2] ⊂ (a, b) èìååì

dx

dt
(t0) = lim

t→t0

x(t)− x(t0)

t− t0
= lim
k→∞

x(tk)− x(t0)

tk − t0
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, x(t0) = x′(t0) = 0. Èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñëåäóåò x(t) ≡ 0, t ∈ [t1, t2].
Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 3.9.1. Åñëè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (3.18)
èìååò áîëüøå îäíîãî íóëÿ íà (a, b) è åñëè x(t0) = 0, t0 ∈ (a, b), òî

ñóùåñòâóåò òàêîé íóëü t1 6= t0 ðåøåíèÿ x(t), ÷òî èíòåðâàë (t0, t1)

íå ñîäåðæèò äðóãèõ íóëåé ýòîãî ðåøåíèÿ.

Çíà÷åíèÿ t0, t1 íàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè. Ââåäåì
âìåñòî x(t) íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ y(t) ïî ôîðìóëå

x(t) = y(t)e
− 1

2

t∫
t0

p(τ)dτ

. (3.19)

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè y(t) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′(t) +Q(t)y(t) = 0, (3.20)

â êîòîðîì

Q(t) = q(t)− p2(t)

4
− p′(t)

2
∈ C(a, b).
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Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.19) ôóíêöèè x(t) è y(t) ìåíÿþò çíàê ïðè îäíèõ
è òåõ æå çíà÷åíèÿõ t ∈ (a, b).

3.3.2. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ Øòóðìà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

y′′ +Q1(t)y = 0, (3.21)

z′′ +Q2(t)z = 0, (3.22)

ãäå Q1(t), Q2(t) ∈ C(a, b).

Òåîðåìà 3.10. (Òåîðåìà ñðàâíåíèÿØòóðìà.) Ïóñòü t1, t2 ∈ (a, b)

� äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëÿ ðåøåíèÿ y(t) óðàâíåíèÿ (3.21) è

Q1(t) ≤ Q2(t) íà [t1, t2]. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå z(t) óðàâíåíèÿ (3.22)
èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü íà îòðåçêå [t1, t2].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïî óñëîâèþ òåîðåìû y(t1) = y(t2) = 0

è íà èíòåðâàëå (t1, t2) ôóíêöèÿ y(t) ñîõðàíÿåò çíàê. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî y(t) > 0, t ∈ (t1, t2). Ïóñòü z(t) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.22). Äîïóñòèì, ÷òî z(t) íå èìååò íóëåé íà îòðåçêå [t1, t2], è áóäåì
ñ÷èòàòü z(t) > 0 íà [t1, t2].

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (3.21) íà z(t), à (3.22) � íà y(t) è âû÷èòàÿ îäíî
èç äðóãîãî, ïîëó÷èì

y′′z − z′′y = [Q2(t)−Q1(t)] yz. (3.23)

Ðàâåíñòâî (3.23) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

dt
(y′z − z′y) = [Q2(t)−Q1(t)] yz. (3.24)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ñîîòíîøåíèå (3.24) îò t1 äî t2 è âîñïîëüçîâàâøèñü
ðàâåíñòâàìè y(t1) = y(t2) = 0, áóäåì èìåòü

y′(t2)z(t2)− z′(t2)y(t2)︸ ︷︷ ︸
=0

−y′(t1)z(t1) + y(t1)z′(t2)︸ ︷︷ ︸
=0

=

= y′(t2)z(t2)− y′(t1)z(t1) =

t2∫
t1

[Q2(t)−Q1(t)] yzdt. (3.25)
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Èç óñëîâèÿ y(t) > 0 íà (t1, t2) ñëåäóåò, ÷òî y′(t1) > 0 è y′(t2) < 0. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê êàê ðàâåíñòâà y′(ti) = 0 â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè èñêëþ÷åíû, èç ôîðìóëû
Òåéëîðà èìååì

y(t) = y(t2)︸ ︷︷ ︸
=0

+y′(t2)(t− t2) + o(t− t2)⇒ y′(t2) < 0,

y(t) = y(t1)︸ ︷︷ ︸
=0

+y′(t1)(t− t1) + o(t− t1)⇒ y′(t1) > 0.

Òàê êàê z(t) > 0 ïðè t ∈ [t1, t2] è Q(t2)−Q(t1) ≥ 0 ïî óñëîâèþ, òî ìû
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ:

0 > y′(t2)z(t2)− y′(t1)z(t1) =

t2∫
t1

[Q2 −Q1] yzdt ≥ 0.

�

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî Q2(t) > Q1(t)

äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé t ∈ [t1, t2]. Òîãäà
1) ðåøåíèå z(t) áóäåò èìåòü õîòÿ áû îäèí íóëü íà èíòåðâàëå (t1, t2).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: z(t) > 0, t ∈ (t1, t2). Òîãäà
ïðàâàÿ ÷àñòü (3.25) áóäåò ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, à ëåâàÿ íå ïîëîæèòåëü-
íà. Ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ;

2) åñëè z(t1) = 0, òî ñëåäóþùèé íóëü z(t∗) ëåæèò ëåâåå t2, ò.å.
t∗ < t2. Çäåñü

y(t1) = y(t2) = 0; z(t1) = 0, z(t∗) = 0, t∗ < t2.

3.3.3. Ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ

Øòóðìà

Ñëåäñòâèå 3.10.1. Åñëè Q(t) ≤ 0 íà èíòåðâàëå (a, b), òî âñÿêîå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +Q(t)y = 0 (3.26)

èìååò íà (a, b) íå áîëåå îäíîãî íóëÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y(t) (3.26), èìåþùåå áîëåå îäíîãî
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íóëÿ íà (a, b). Ïóñòü t1 è t2 � ïîñëåäîâàòåëüíûå íóëè ýòîãî ðåøåíèÿ.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

z′′ = 0, (3.27)

äëÿ êîòîðîãî Q2(t) = 0 ≥ Q1(t) = Q(t). Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ Øòóðìà
ëþáîå ðåøåíèå z(t) óðàâíåíèÿ (3.27) èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü íà îòðåç-
êå [t1, t2]. Îäíàêî ýòî íå òàê: ðåøåíèå z(t) = 1, t ∈ [t1, t2], óðàâíåíèÿ
(3.27) âîîáùå íå èìååò íóëåé. Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå. �

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî

0 < m2 ≤ Q(t) ≤M2, t ∈ (a, b), (3.28)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç δ ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè
ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.26) ïðè óñëîâèè (3.28).

Ñëåäñòâèå 3.10.2. Åñëè Q(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.28), òî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (3.20) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

π

M
≤ δ ≤ π

m
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

y′′ +m2y = 0, y′′ +M2y = 0. (3.29)

Îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.29) èìåþò âèä: y = A sin [m(t− φ)], y =

= B sin [M(t− ψ)]. Ïîäáîðîì φ, ψ âñåãäà ìîæíî ñîâìåñòèòü íåêîòîðûå
íóëè ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.29) ñ íóë¼ì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.20). Ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (3.29)
ðàâíî π

m , à âòîðîãî -
π
M . Åñëè òåïåðü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé ñðàâ-

íåíèÿ Øòóðìà è çàìå÷àíèåì ê íåé, òî ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå
ñëåäñòâèÿ 3.10.2. �

3.3.4. Òåîðåìà Øòóðìà î ðàçäåëåíèè íóëåé

Òåîðåìà 3.11. (Òåîðåìà Øòóðìà î ðàçäåëåíèå íóëåé.) Ïóñòü

y1(t) è y2(t) � ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ +Q(t)y = 0, t ∈ (a, b) .

Åñëè t1, t2 � äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëÿ ðåøåíèÿ y1(t), òî ðåøåíèå

y2(t) èìååò íà èíòåðâàëå (t1, t2) â òî÷íîñòè îäèí íóëü.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî íà èíòåðâàëå (t1, t2)

èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íóëü ðåøåíèÿ y2(t). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü â òåî-
ðåìå Øòóðìà ñðàâíåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.21),(3.22) ñîâïàäàþò, ò.å.

Q1(t) = Q2(t) = Q(t).

Òîãäà ðåøåíèå y2(t) èìååò íà îòðåçêå [t1, t2] õîòÿ áû îäèí íóëü. Íî
íè t1, íè t2 íå ìîãóò áûòü íóëÿìè y2(t), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

W (t) =

∣∣∣∣y1(t) y2(t)

y′1(t) y′2(t)

∣∣∣∣
îáðàùàëñÿ áû â íóëü ïðè t = t1 èëè ïðè t = t2 è ðåøåíèÿ y1(t) è y2(t)

áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, y2(t) èìååò íà èíòåðâàëå
(t1, t2) ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íóëü.

Îáîçíà÷èì åãî ξ ∈ (a, b). Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ íóëåé ó ðåøåíèÿ
y2(t) íà èíòåðâàëå (t1, t2) íåò. Äîïóñòèì, ÷òî ðåøåíèå y2(t) èìååò íà
èíòåðâàëå (t1, t2) áîëåå îäíîãî íóëÿ. Òîãäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ ê ëåììå
3.6 â èíòåðâàëå (t1, t2) èìååòñÿ òàêîé íóëü η ðåøåíèÿ y2(t), ÷òî ìåæäó
ξ è η äðóãèõ íóëåé íåò, ò.å. ξ è η � ïîñëåäîâàòåëüíûå íóëè ðåøåíèÿ
y2(t). Òîãäà ïî òåîðåìå Øòóðìà ñðàâíåíèÿ íà [η, ξ] äîëæåí áûòü õîòÿ
áû îäèí íóëü ðåøåíèÿ y1(t), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî t1 è t2 �
ïîñëåäîâàòåëüíûå íóëè ðåøåíèÿ y1(t). �

3.3.5. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Øòóðìà

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè x→∞ ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè íóëÿìè ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

t2x′′(t) + tx′(t) +
(
t2 − ν2

)
x(t) = 0. (3.30)

ñòðåìèòñÿ ê π.
Ðåøåíèå. Â ñèëó ñèììåòðèè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî t > 0, à

ν2 ≥ 0. Óðàâíåíèå (3.30) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè
x = z√

t
ê ïðèâåäåííîìó óðàâíåíèþ Áåññåëÿ

d2z

dt2
+

(
1 +

1
4 − ν

2

t2

)
z = 0, Q(t) =

(
1 +

1
4 − ν

2

t2

)
.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ t áîëüøèìè èëè ðàâíûìè íåêîòî-
ðîé ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû η, êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùåì îá-
ðàçîì:

1) ïðè 1
4 − ν

2 ≥ 0 îíà ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíîé;

2) ïðè 1
4 − ν2 < 0 îíà ïðèíèìàåòñÿ òàêîé, ÷òîáû η >

√
ν2 − 1

4

(Q(t) > 0) .

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè t ≥ η, òî
1) 1 ≤ Q(t) ≤ 1 +

1
4−ν

2

η2 , åñëè 1
4 − ν

2 ≥ 0;

2) 0 < 1− ν2− 1
4

η2 ≤ Q(t) ≤ 1, åñëè 1
4 − ν

2 < 0.

Îòñþäà è èç ñëåäñòâèÿ 3.10.2 âûòåêàåò, ÷òî ïðè t ≥ η ðàññòîÿíèå
δ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (3.30)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

π

(
1 +

1
4 − ν

2

η2

)− 1
2

≤ δ ≤ π , åñëè
(

1

4
− ν2 ≥ 0

)
;

π ≤ δ ≤ π
(

1 +
1
4 − ν

2

η2

)− 1
2

, åñëè
(

1

4
− ν2 < 0

)
. (3.31)

Ïðè ν2 = 1
4 ìû èìååì δ = π. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ν2 = 1

4 èç óðàâ-
íåíèÿ (3.30) ïîëó÷àåì

z′′(t) + z(t) = 0⇒ x(t) = A
sin(t− θ)√

t
.

Çäåñü A, θ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè η → ∞, òî èç ôîðìóë
(3.31) ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè âå-
ùåñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ñòðåìèòñÿ ê π è èõ áåñêîíå÷-
íîå ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî. ♦

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå q(t) ≤ 0 êðàåâàÿ çàäà÷à

y′′ + q(t)y = 0, y(t1) = a, y(t2) = b, (3.32)

ïðè ëþáûõ a, b è t1 6= t2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî
ýòî ðåøåíèå � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, åñëè b = 0([13], 725).

Ðåøåíèå. Åñëè q(t) = 0, t ∈ [t1, t2], òî îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
y′′ = 0 áóäåò ôóíêöèÿ y = At + B. Ïîñòîÿííûå A,B îïðåäåëÿþòñÿ èç
êðàåâûõ óñëîâèé:

A∗ =
b− a
t2 − t1

, B∗ =
at2 − bt1
t2 − t1

.
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Ôóíêöèÿ y = A∗t + B∗ äàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
(3.32).

Ïóñòü òåïåðü q(t) 6≡ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ1(t), ϕ2(t) ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.32), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

ϕ1(t1) = 0, ϕ′1(t1) = 1;ϕ2(t1) = 1, ϕ′2(t1) = 0.

Îíè îáðàçóþò ÔÑÐ, òàê êàê W [ϕ1(t), ϕ2(t)]|t=t1 6= 0. Îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t), t ∈ [t1, t2].

Ïîñòîÿííûå C1, C2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé
èç êðàåâûõ óñëîâèé (3.32):{

C1ϕ1(t1) + C2ϕ2(t1) = a,

C1ϕ1(t2) + C2ϕ2(t2) = b.

Â ðåçóëüòàòå å¼ ðåøåíèÿ íàõîäèì C2 = a, à C1ϕ1(t2) = b − aϕ2(t2).
Ïîñòîÿííàÿ C1 îïðåäåëåíà, òàê êàê çíà÷åíèÿ ϕ1(t2), ϕ2(t2) ïîëó÷åíû
â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ïðè ýòîì ϕ1(t2) 6= 0. Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 10.1, à èìåííî: ëþáîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3.32) èìååò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ íà îòðåçêå [t1, t2]. Òàêèì
îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.32) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Èçó÷èì òåïåðü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïðè b = 0 è a < 0.
Åñëè a = 0, òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ìîíîòîííàÿ
ôóíêöèÿ y = 0.

Òàêèì îáðàçîì, êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä: y(t1) = a <

< 0, y(t2) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t), t ∈ [t1, t2], ðåøåíèå êðàåâîé çàäà-
÷è. Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(t) < 0 ïðè ëþáîì t ∈ (t1, t2). Äåéñòâèòåëüíî, òàê
êàê ϕ(t2) = 0, ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ξ ∈ (t1, t2) òàêîãî, ÷òî
ϕ(ξ) = 0, ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.1.
Ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(t) íå âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [t1, t2], òàê êàê íà í¼ì
ϕ′′(t) = −q(t)ϕ(t) ≤ 0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ϕ′(t2) = 0, òî â ñèëó
îñíîâíîé òåîðåìû áóäåì èìåòü ϕ(t) = 0,∈ [t1, t2]. Çíàê ïðîèçâîäíîé
ïðè t = t2 îïðåäåëÿåòñÿ èç ôîðìóëû Òåéëîðà:

ϕ(t) = ϕ′(t2)(t− t2) + o(t− t2)→ ϕ′(t2) > 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó:

ϕ′(t) ≥ ϕ′(t2) > 0, t ∈ [t1, t2].
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ϕ(t), t ∈ [t1, t2], ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíê-
öèåé. Ñëó÷àé a > 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. ♦

3.3.6. Êðèòåðèé Êíeçåðà

Òåîðåìà 3.12. (Êðèòåðèé Êíåçåðà.) Åñëè â óðàâíåíèè (3.20) êî-
ýôôèöèåíò Q(t) < 1

4t2 íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [t0,+∞) ,

t0 > 0, òî êàæäîå åãî ðåøåíèå y(t) èìååò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ. Åñëè

äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 êîýôôèöèåíò Q(t) > 1+ε
4t2 , t > t0, òî êàæäîå åãî

ðåøåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé (ðåøåíèå êîëåáëåòñÿ).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I à) Ïóñòü Q(t) < 1
4t2 , [t0,+∞) , t0 > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå y(t) èìååò áîëüøå îäíîãî íóëÿ y(t1) =

= y(t2) = 0. Ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ

y′′ +Q(t)y = 0, z′′ +
1

4t2
z = 0.

Òàê êàê Q(t) < 1
4t2 , òî ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ Øòóðìà ëþáîå ðåøåíèå

z(t) âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååò íóëü íà (t1, t2). Î÷åâèäíî, ÷òî z(t) = t
1
2

� ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Îíî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t > 0.
Ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû.

á) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà Q(t) > 1+ε
4t2 äëÿ íåêîòîðîãî

ε > 0 è t > t0. Ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ

y′′ +Q(t)y = 0, z′′ +
1 + ε

4t2
z = 0.

Âòîðîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà. Áóäåì èñêàòü åãî ðå-
øåíèå â âèäå z = tλ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ λ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

λ(λ− 1) +
1 + ε

4
= 0.

Åãî ðåøåíèå äà¼ò: λ1,2 = 1
2 ± i

√
ε
4 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

z(t) =
√
t sin

(√
ε

4
ln t

)
áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ z(t). Îíà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íó-
ëåé. Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ Øòóðìà ðåøåíèå y(t) òàêæå èìååò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî íóëåé. Òåîðåìà äîêàçàíà. Îíà ïîëåçíà ïðè ðåøåíèè çàäà÷.
�
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3.4. Óðàâíåíèå Áåññåëÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Áåññåëÿ ν � ãî ïîðÿäêà:

t2x′′ + tx′ +
(
t2 − ν2

)
x = 0, t > 0. (3.33)

Íèæå áóäóò ïîñòðîåíû äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(3.33). Óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè t > 0, ò.ê. èçìåíåíèå çíà-
êà t åãî íå ìåíÿåò. Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå îáîáùåííîãî ñòåïåí-
íîãî ðÿäà

x(t) = tρ
∞∑
k=0

Ckt
k. (3.34)

Óðàâíåíèå (3.33) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

t (tx′(t))
′
+ (t2 − ν2)x(t) = 0. (3.35)

Äèôôåðåíöèðóÿ ôîðìàëüíî ðÿä (3.34), áóäåì èìåòü

tx′(t) = tρ
∞∑
k=0

(ρ+ k)Ckt
k, t (tx′(t))

′
= tρ

∞∑
k=0

(ρ+ k)2Ckt
k.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â óðàâíåíèå (3.35), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

tρ

{ ∞∑
k=0

[
(ρ+ k)2 − ν2

]
Ckt

k +
∞∑
k=2

Ck−2t
k

}
= 0.

Ïðèðàâíèâàÿ äàëåå êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t ê íóëþ,
ïîëó÷èì

k = 0 :
[
ρ2 − ν2

]
C0 = 0,

k = 1 :
[
(ρ+ 1)2 − ν2

]
C1 = 0,

k = 2 :
[
(ρ+ 2)2 − ν2

]
C2 + Ñ0 = 0,

k ≥ 2 :
[
(ρ+ k)2 − ν2

]
Ck + Ck−2 = 0.

(3.36)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå (3.36) îïðåäåëÿåò ðåêêóðåíòíóþ ôîðìóëó
äëÿ îïðåäåëåíèÿ Ck ÷åðåç Ck−2. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå íå÷åòíûå
êîýôôèöèåíòû C2m+1 = 0,m ∈ N. Ïóñòü k = 2m. Òîãäà åñëè ρ = ν, òî

C2m = − C2m−2

22m(m+ ν)
.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ýòîé ôîðìóëû äàåò ñâÿçü ìåæäó C2m

è C0:

C2m = (−1)m
C0

22mm!(ν + 1)(ν + 2) . . . (ν +m)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ãàììà � ôóíêöèè:

Γ(ν+1) = Γ(ν)ν, Γ(m+1) = m!, Γ(ν+1+m) = (ν+1) . . . (ν+m)Γ(ν+1)

è ïîëîæèì ñíà÷àëà ρ = ν ≥ 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïåðâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (3.33):

x1(t) =

∞∑
m=0

(−1)
m

(
t
2

)2m+ν

Γ(m+ 1)Γ(ν +m+ 1)
= Jν(t). (3.37)

Ðÿä (3.37) ñõîäèòñÿ ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R = ∞ (ïðèçíàê Äà-
ëàìáåðà). Ïðè ýòîì îí ñõîäèòñÿ áûñòðåå ýêñïîíåíòû è ðàâíîìåðíî íà
ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå, à òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèåé. Ýòîò ðÿä íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà
ν � ãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ òåïåðü êîðåíü ρ = −ν < 0, ïîñòðîèì âòîðîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.33). Ïóñòü ν 6= n, ãäå n ∈ N . Òîãäà âòîðîå ðå-
øåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðåøåíèÿ (3.37) ïðîñòîé çàìåíîé ν íà
−ν, òàê êàê óðàâíåíèå (3.33) ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

J−ν(t) =

∞∑
m=0

(−1)m
(
t
2

)2m−ν
Γ(m+ 1)Γ(−ν +m+ 1)

.

Ðåøåíèÿ Jν(t) è J−ν(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, ò.ê.

W (Jν(t), J−ν(t)) = −2 sin(νπ)

πt
. (3.38)

Ïðè âû÷èñëåíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì Γ(1+ν)Γ(1−ν) =

= πν
sin(πν) , ν /∈ Z. Ðåøåíèå J−ν(t) ïðè t→ 0 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) = C1Jν(t) + C2J−ν(t).

Èçó÷èì òåïåðü ñëó÷àé ν = n, n ∈ Z+. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
J−n(t) = (−1)nJn(t). Äåéñòâèòåëüíî,

J−n(t) =

∞∑
m=0

(−1)m
(
t
2

)2m−n
Γ(m− n+ 1)Γ(m+ 1)

=

∞∑
m=n

(−1)m
(
t
2

)2m−n
Γ(m− n+ 1)Γ(m+ 1)

,
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ïîñêîëüêó Γ(m− n+ 1) =∞,m = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Â ïîñëåäíåé ñóììå
ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ: m = s+n. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

J−n(t) =
∞∑
s=0

(−1)n+s
(
t
2

)2s+n
Γ(s+ 1)Γ(s+ n+ 1)

= (−1)nJn(t).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé ν = n ôóíêöèè Jn(t) è J−n(t)

ëèíåéíî çàâèñèìûå.
×òîáû ïîëó÷èòü âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå, ðàññìàòðè-

âàþò ôóíêöèþ Íåéìàíà (ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà):

Nν =
Jν cos(νπ)− J−ν

sin(πν)
. (3.39)

Î÷åâèäíî, åñëè ν 6= n, òî (3.39) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ
(3.33) è ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ðåøåíèþ Jν(t). Åñëè ν = n, òî ôóíêöèÿ
Íåéìàíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë:

Nn(t) = lim
ν→n

Nν(t) = lim
ν→n

Jν cos(νπ)− J−ν
sin(πν)

, t > 0.

Ïðè ν → n ìû ïîëó÷àåì íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 0
0 . Ðàñêðûâàÿ å¼ ïî

ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷àåì äëÿ öåëûõ ν = n:

Nn(t) =
∂Jν
∂ν (t) cos(πν)− π sin(πν)Jν(t)− ∂J−ν

∂ν (t)

π cos(πn)
|ν=n =

=
1

π

[
∂Jν
∂ν

(t)− (−1)n
∂J−ν
∂ν

(t)

]
|ν=n, t > 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ïðè ν 6=
6= n :

W [Jν , Nν ] = − 1

sin(νπ)
W [Jν , J−ν ] =

2

πt
, t > 0.

Îòñþäà

lim
ν→n

W [Jν , Nν ] = W [Jn, Nn] =
2

πt
, t > 0.

Ýòà ôîðìóëà ìîæåò ñëóæèòü òàêæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Nn(t).
Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

Nn(t) =
2

π
Jn(t) log

(
t

2

)
+ t−n

∞∑
k=0

βkt
k.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò

124



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Òåîðåìà 3.13. Ôóíêöèè Jν(t) è Nν(t) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûìè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ν.

Èññëåäóåì òåïåðü ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà ïðè t→
→∞. Ïîñëå çàìåíû z = x

√
t óðàâíåíèå Áåññåëÿ (3.33) ïðèìåò âèä

z′′ +

(
1 +

1
4 − ν

2

t2

)
z = 0. (3.40)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.40) â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ äàëüíåéøåãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ:

z′′ + z = zf(t), f(t) = −
1
4 − ν

2

t2
. (3.41)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.41) â âèäå

z(t) = C1(t) sin t+ C2(t) cos t =

=
√
C2

1 + C2
2

(
C1√

C2
1 + C2

2

sin t+
C2√

C2
1 + C2

2

cos t

)
= A(t) sin(t+ δ(t)).

Çäåñü

A(t) =
√
C2

1 (t) + C2
2 (t), sin δ(t) =

C2√
C2

1 + C2
2

, cos δ(t) =
C1√

C2
1 + C2

2

.

Ïîñêîëüêó íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé äâå, ìû ìîæåì ïîä÷èíèòü èõ óñëî-
âèþ, à èìåííî: ïðîèçâîäíàÿ îò z(t) âû÷èñëÿåòñÿ òàê, êàê åñëè áû A(t)

è δ(t) áûëè ïîñòîÿííûìè. Èìååì

z′(t) = A cos(t+ δ) + [Aδ′ cos(t+ δ) +A′ sin(t+ δ)] .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè A(t) è δ(t):

z′(t) = A cos(t+ δ), Aδ′ cos(t+ δ) +A′ sin(t+ δ) = 0. (3.42)

Âû÷èñëèâ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ è ïîäñòàâëÿÿ å¼ âìåñòå ñ ïåðâîé (3.42)
â (refe341), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

A′ cos(t+ δ)−A
(
δ′ +

γ

t2

)
sin(t+ δ) = 0, γ = ν2 − 1

4
.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ A(t) è δ(t) áóäåì èìåòü ñèñòåìó{
Aδ′ cos(t+ δ) +A′ sin(t+ δ) = 0,

A′ cos(t+ δ)−A
(
δ′ + γ

t2

)
sin(t+ δ) = 0,
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êîòîðóþ íåòðóäíî ïðèâåñòè ê âèäó{
δ′ = − sin2(t+ δ)f(t),
A′

A = 1
2 sin(2(t+ δ))f(t).

(3.43)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.43) ïðè t→∞ èìååì δ′(t) = O( 1
t2 )→

→ 0. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ δ(t) â âèäå

δ(t) = δ0 +

∞∫
t

sin2 (τ + δ(τ)) f(τ)dτ.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì äëÿ A(t):

logA(t) = logA0 −
1

2

∞∫
t

sin(2(τ + δ(τ)))f(τ)dτ.

Ñòîÿùèå ñïðàâà èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ, òàê êàê∣∣∣∣∣∣
∞∫
t

sin2(τ + δ(τ))
γ

t2
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
t

|γ|
t2
dt =

|γ|
t
,

∣∣∣∣∣∣
∞∫
t

sin(2(τ + δ(τ)))
γ

t2
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
t

|γ|
t2
dt =

|γ|
t
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû
(3.43). Îòñþäà íàõîäèì

x(t) =
A0 sin(t+ δ0)√

t
+O

(
t−

3
2

)
, t→∞. (3.44)

Ïîñòîÿííûå A0 è δ0 îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèé Áåññåëÿ è Íåéìàíà çàäà¼òñÿ
ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

Jν(t) =

√
2

πt
cos
(
t− πν

2
− π

4

)
+O

(
1

t
3
2

)
,

Nν(t) =

√
2

πt
sin
(
t− πν

2
− π

4

)
+O

(
1

t
3
2

)
.
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Ôóíêöèÿ (3.44) îïèñûâàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ëþáîãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïðè t → ∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå èç
íèõ èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé è ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè íóëÿìè ñòðåìèòñÿ ê π ïðè t→∞.
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Ãëàâà 4

Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

è ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

4.1. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

4.1.1. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà

x(n)(t) + a1x
(n−1)(t) + · · ·+ anx(t) = 0, t ∈ R, (4.1)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòî-
ÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ËÎÓ). Åñëè ëåâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (4.1) îáîçíà÷èòü ÷åðåç L[x(t)], òî îíî çàïèñûâàåòñÿ â êîì-
ïàêòíîì âèäå L[x(t)] = 0. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ âñå êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (4.1) â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèèé, à çàòåì èç íèõ âû-
äåëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ïîòîìó,
÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ëåã÷å íàéòè êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷åì èõ äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ
[13].

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Ôóíêöèÿ x(t) : J → C, êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó çíà÷åíèþ t ∈ J êîìïëåêñíîå ÷èñëî

x(t) = u(t) + iv(t), t ∈ J, (4.2)

ãäå u(t), v(t), t ∈ J , � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íîé ôóíêöèåé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Åñëè u(t), v(t) ∈ Cn(J), òî ïðîèçâîäíîé n-ãî ïî-
ðÿäêà êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè (4.2) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ x(n)(t) =

= u(n)(t) + iv(n)(t), t ∈ J.

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ x(t) = u(t)+ iv(t),

t ∈ R íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.1),
åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå å¼ â óðàâíåíèå ïîñëåäíåå îáðàùàåòñÿ â òîæäå-
ñòâî.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ x(t) = u(t) + iv(t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.1). Òîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ â îò-

äåëüíîñòè u(t) = Re[x(t)], v(t) = Im[x(t)] ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì

ðåøåíèåì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I L[u+ iv] = L[u] + iL[v] = 0⇔
{
L[u] = 0,

L[v] = 0.
�

Ëåììà 4.2. Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ÿâëÿþòñÿ
äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, òî è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè áóäåò äåé-

ñòâèòåëüíîé ôóíêöèåé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Äëÿ ìíèìîé ÷àñòè v(t) ðåøåíèÿ èìååì
ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ v(t0) = v′(t0) = · · · = v(n−1)(t0) = 0. Èç
ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè ïîëó÷àåì, ÷òî v(t) ≡ 0. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç z = a+ ib êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé ez íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ ib ñîîòíî-
øåíèåì

ez = ea(cos b+ i sin b). (4.3)

Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè:
1) ∀z ∈ C : |ez| 6= 0;
2) ∀z1, z1 ∈ C : ez1ez2 = ez1+z2 ;
3) cosx = eix+e−ix

2 , sinx = eix−e−ix
2i ;

4) d
dte

λt = λeλt äëÿ ëþáîãî λ ∈ C, t ∈ R.
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Ïîñòðîèì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé (ÔÑÐ) ëèíåéíîãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.1). Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèÿ â âèäå

x(t) = eλt, λ ∈ C, t ∈ R. (4.4)

Ïðè ïîäñòàâêå â ëåâóþ ÷àñòü L[x(t)] óðàâíåíèÿ (4.1) ôóíêöèè (4.4)
ïîëó÷èì òîæäåñòâî

L[eλt] = Q(λ)eλt ∀λ ∈ C, ∀t ∈ R, (4.5)

Q(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x(t) = eλt ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.1)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q(λ) = 0. Óðàâíåíèå Q(λ) = 0 íàçûâàåò-
ñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì. Íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåí n-é
ñòåïåíè èìååò ðîâíî n-êîðíåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè (òåîðåìà Ãàóññà).

Ñòðóêòóðà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé çàâèñèò îò ñòðóê-
òóðû ðåøåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ëåììà 4.3. Åñëè λ? ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ êðàòíîñòè k, òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè

ϕ1 = eλ?t, · · · , ϕk = tk−1eλ?t

áóäóò ðåøåíèÿìè ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.1).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïðîäèôôåðåíöèðóåì l ðàç òîæäåñòâî
(4.5) ïî λ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà, íàõîäèì

L[tleλt] =
l∑
i=0

Cil Q
(i)(λ) tl−i eλt.

Ïî óñëîâèþ λ? ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k, ïîýòîìó

Q(λ?) = Q′(λ?) = · · · = Q(k−1)(λ?) = 0, Q(k)(λ?) 6= 0.

Ñîãëàñíî ýòîìó ðåçóëüòàòó èç ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ áóäåì èìåòü

L[tleλ?t] = 0, 0 ≤ l ≤ k − 1.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíê-
öèè ez ïî êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z ðàâíà ez (òàê æå, êàê è â âåùå-
ñòâåííîì ñëó÷àå). �
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Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò m ðàçëè÷íûõ êîðíåé
λ1, · · · , λm ñ êðàòíîñòÿìè k1, · · · , km (k1 + · · ·+km = n). Â ñèëó ëåììû
4.3 n ôóíêöèé

eλ1t, · · · , tk1−1eλ1t,

· · · , · · · , · · ·
eλmt, · · · , tkm−1eλmt

(4.6)

áóäóò ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (4.1).

Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Ôóíêöèÿ âèäà x(t) = eλ1tP1(t) + · · ·+ eλmtPm(t),
ãäå λi, i = 1,m � ÷èñëà, à Pi(t) � ìíîãî÷ëåíû, íàçûâàåòñÿ êâàçèìíî-
ãî÷ëåíîì.

Ëåììà 4.4. Åñëè x(t) = eλtPn(t), λ ∈ C, à Pn(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

n, òî
d

dt
x(t) = P̃m(t)eλt,

ãäå P̃m(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

m =

{
n, åñëè λ 6= 0,

n− 1, åñëè λ = 0.

Ëåììà 4.5. Ïóñòü λ1, · · · , λm � ðàçëè÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ, à k1, · · · , km � ñîîòâåòñòâóþùèå èõ êðàòíîñòè.

Ïðè ýòîì k1 + · · · + km = n. Òîãäà ðåøåíèÿ (4.6) ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûìè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ (4.6) ÷åðåç ϕi(t), i ∈
∈ 1, n è ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìûå. Òîãäà
ñóùåñòâóþò Ci, i = 1, n, � ïîñòîÿííûå, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî∑n
i=1 Ciϕi(t) = 0, t ∈ R. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ôóíêöèè (4.6),

ïîëó÷èì
eλ1tP1(t) + · · ·+ eλmtPm(t) ≡ 0, t ∈ R. (4.7)

Çäåñü Pi(t) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå ki − 1, ãäå i = 1,m. Íå âñå
êîýôôèöèåíòû â ýòèõ ìíîãî÷ëåíàõ ðàâíû íóëþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
P1(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè l, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò ïðè tl íå ðàâåí
íóëþ. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (4.7) íà e−λmt, áóäåì èìåòü

e(λ1−λm)tP1(t) + · · ·+ e(λm−1−λm)tPm−1(t) + Pm(t) ≡ 0, t ∈ R.
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Ïðè ýòîì λi − λm 6= 0, i < m. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî km
ðàç. Ñîãëàñíî ëåììå 4.4 ïîëó÷èì

e(λ1−λm)tP1,1(t) + · · ·+ e(λm−1−λm)tPm−1,1(t) ≡ 0, t ∈ R.

Ïðîäåëûâàÿ ýòó ïðîöåäóðó (m− 1) � ðàç, íàõîäèì

e(λ1−λ2)tP1,m−1(t) ≡ 0, t ∈ R.

Òàê êàê e(λ1−λ2)t 6= 0,äëÿ ëþáîãî t ∈ R , òî P1,m−1(t) ≡ 0, t ∈ R.
Ìíîãî÷ëåí P1,m−1(t) (ñòåïåíè l) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî íóëþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Ìû
ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ðå-
øåíèé (4.6). �

Çàìå÷àíèå 4.1.1. Ðåøåíèÿ (4.6) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó
ðåøåíèé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Åñëè ñðåäè êîðíåé õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþòñÿ êðàòíûå, òî îáùåå ðåøåíèå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

x(t) =
n∑
i=1

Ciϕi(t) = eλ1tP1(t) + · · ·+ eλmtPm(t), t ∈ R, (4.8)

ãäå Pi(t), i = 1,m � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå ïðåâûøàþùåé ki−1 (ki �
êðàòíîñòü êîðíÿ λi). Ñîãëàñíî ëåììå 4.2 ïðè âåùåñòâåííûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â êîíå÷íîì èòîãå áóäåò âåùåñòâåííûì.♦

Åñëè λ1, · · · , λm � âåùåñòâåííûå, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3.4 îáùåå ðå-
øåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä (4.8).

Ïîñòðîèì òåïåðü âåùåñòâåííóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøå-
íèé ïðè íàëè÷èè êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Íèæå îíà áóäåò ïîëó÷åíà ïðÿ-
ìûì ñïîñîáîì íà îñíîâå ðåøåíèé (4.6).

Êàæäîìó âåùåñòâåííîìó êîðíþ λ êðàòíîñòè k õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ

eλt, teλt, · · · , tk−1eλt, (4.9)

à êîìïëåêñíî - ñîïðÿæåííûì êîðíÿì λ = a+ ib, λ = a− ib êðàòíîñòè
k ñîîòâåòñòâóþò 2k âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ

eat sin bt, teat sin bt, · · · , tk−1eat sin bt,

eat cos bt, teat cos bt, · · · , tk−1eat cos bt.
(4.10)
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Òåîðåìà 4.1. Åñëè âåùåñòâåííûì êîðíÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ Q(λ) ñîîòâåòñòâóþò p ðåøåíèé âèäà (4.9), à êîìïëåêñíî - ñî-
ïðÿæåííûì êîðíÿì 2q ðåøåíèé âèäà (4.10) è p + 2q = n, òî ýòè

ðåøåíèÿ îáðàçóþò âåùåñòâåííóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøå-

íèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî èç ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé âèäà (4.10). Òàê êàê êî-
ýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Q(λ) âåùåñòâåííû, òî
êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî - ñîïðÿæ¼ííûìè ϕi, ϕi.
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìû èìååì 2q êîìïëåêñíî - ñîïðÿæåííûõ ðåøå-
íèé, à èìåííî: ϕi, ϕi i ∈ {1, · · · , q}. Îáîçíà÷èì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ1 = u1(t) + iv1(t), · · · , ϕq = uq(t) + ivq(t),

ϕq+1 = ϕ1 = u1(t)− iv1(t), · · · , ϕ2q = ϕq = uq(t)− ivq(t).

Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî uk(t), vk(t), k = 1, q, � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî: ñóùåñòâó-
þò ïîñòîÿííûå αk, βk, k = 1, q òàêèå, ÷òî

q∑
k=1

(αkuk(t) + βkvk(t)) = 0,

q∑
k=1

(α2
k + β2

k) 6= 0.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî uk(t) = ϕk(t)+ϕk(t)
2 , vk(t) = ϕk(t)−ϕk(t)

2i , ïîëó÷èì

q∑
k=1

αk − iβk
2

ϕk(t) +
αk + iβk

2
ϕk(t) = 0.

Òàê êàê ôóíêöèè ϕk(t), ϕk(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, òî αk = βk = 0,

k = 1, q. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. �

4.1.2. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (ËÍÓ)

ñ êâàçèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè âå-
ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x(n)(t) + a1x
(n−1)(t) + · · ·+ anx(t) = eµ1tP1(t) + · · ·+ eµmtPm(t), t ∈ R,

(4.11)
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Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.11) ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì, â êîòîðîì
÷èñëà µi, i = 1,m è êîýôôèöèåíòû Pi(t), i = 1,m ìîãóò áûòü êîì-
ïëåêñíûìè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1 ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé
ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû
îïðåäåëèòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.11), íåîáõîäèìî íàéòè êàêîå-
ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Ïóñòü íàì èçâåñòíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ
Xk(t) êàæäîãî èç íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé L[x(t)] = fk(t), k = 1, l.
Òîãäà ôóíêöèÿ

X(t) = X1(t) + · · ·+Xl(t)

áóäåò ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ L[x(t)] = f1(t) + · · ·+ fk(t).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (4.11) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ

L[x(t)] = eµtP (t). (4.12)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P (t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè r. Óðàâíåíèå (4.12) ýê-
âèâàëåíòíî ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé L[u(t)] = Re [eµtP (t)] , L[v(t)] =

= Im [eµtP (t)].

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ÷èñëî µ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.12) íå

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîãäà óðàâíåíèå

èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

X(t) = eµtG(t), (4.13)

ãäå G(t) � ìíîãî÷ëåí òîé æå ñòåïåíè r, ÷òî è ìíîãî÷ëåí P (t). Åñëè

æå ÷èñëî µ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êðàò-

íîñòè s, òî óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

X(t) = tseµtG(t), (4.14)

ãäå G(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè r (ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñ-

íûì ).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Íàøà çàäà÷à: íàéòè íåèçâåñòíûå êîýô-
ôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà G(t). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (4.12)
ôóíêöèþ (4.14). Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà G(t) áóäåì èìåòü óðàâíåíèå

L
[
tseµtG(t)

]
= eµtP (t). (4.15)
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Åñëè â óðàâíåíèå (4.12) ïîäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ (4.13), òî ìû ñ÷èòàåì
s = 0. Çàïèøåì ìíîãî÷ëåíû G(t), P (t) â ñëåäóþùåì âèäå: G(t) = b0t

r+

+G1(t), b0 6= 0, P (t) = a0t
r+P1(t), a0 6= 0, ãäå degG1(t),degP1(t) ≤ r−1.

Â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ G(t), P (t), èç
óðàâíåíèÿ (4.12) áóäåì èìåòü

L[b0t
r+seµt] + L[tseµtG1(t)] = (a0t

r + P1(t))eµt.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû

Q(µ) = Q′(µ) = · · · = Q(s−1)(µ) = 0, Q(s)(µ) 6= 0.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.3 ñëåäóåò

L[tr+seµt] =
r+s∑
i=0

Cir+sQ
(i)(µ)tr+s−ieµt = Csr+sQ

(s)(µ)treµt+

+
r+s∑
i=s+1

Cir+sQ
(i)(µ)tr+s−ieµt.

Îòñþäà íàõîäèì

b0(Csr+sQ
(s)(µ)treµt +

r+s∑
i=s+1

Cir+sQ
(i)(µ)tr+s−ieµt)) + L[tseµtG1(t)] =

= a0t
reµt + eµtP1(t)⇒ b0 =

a0

Css+rQ
(s)(µ)

.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà G(t) èìååì
óðàâíåíèå

L[tseµtG1(t)] = eµtP1(t)− b0
r+s∑
i=s+1

Cir+sQ
(i)(µ)tr+s−ieµt.

Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû íàéä¼ì âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà
G(t) è ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

4.2. Ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

4.2.1. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Íèæå èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎËÑÓ)
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d~x

dt
= A~x. (4.16)

Çäåñü À � ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè:

A =

 a11 · · · a1n

...
...

am1 . . . amn

 .

Êàæäîé êâàäðàòíîé ìàòðèöå ïîðÿäêà n â ëèíåéíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå Rn íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñîîòâåòñòâóåò ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò ïîñòðîåíà ÔÑÐ
îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.16), âûðàæåííàÿ â ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Áóäåì èñêàòü íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.16) â âèäå

~x = ~heλt, ~h 6= ~0, λ ∈ C, (4.17)

ãäå ~h � ïîñòîÿííûé âåêòîð.
Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (4.17) â ñèñòåìó (4.16), íàõîäèì: eλt(A−

−λE)~h = ~0. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî t ∈ R ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ eλt 6= 0,
òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ~h ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé: (A−λE)~h = ~0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð-ôóíêöèÿ
(4.17) áóäåò íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.16), åñëè òîëüêî ~h
� ñîáñòâåííûé âåêòîð, à λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû áûë ðàâåí íóëþ:

det(A− λE) = 0. (4.18)

Óðàâíåíèå (4.18) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì è ñëóæèò äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åãî ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà óðàâíåíèå (4.18) èìå-
åò n êîðíåé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòåé.
Ïóñòü λ1, . . . , λn � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.18). Ðàñ-
ñìîòðèì íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ñðåäè êîðíåé λ1, . . . , λn èìå-
þòñÿ êðàòíûå.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Íàáîð âåêòîðîâ

~e1, . . . , ~ek (4.19)
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íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé öåïî÷êîé îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì λ, åñëè

A~e1 = λ~e1, ~e1 6= ~0, A~e2 = λ~e2 + ~e1, . . . , A~ek = λ~ek + ~ek−1. (4.20)

Çäåñü ~e1 � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ öåïî÷êà
(4.19), à ~e2, . . . , ~ek � ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû.
Åñëè λ äåéñòâèòåëüíîå, òî öåïî÷êà (4.19) íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé.
Åñëè æå λ è λ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî öå-
ïî÷êè ~e1, · · · , ~ek è ~e1, · · · , ~ek íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè.

Òåîðåìà 4.3. (Æîðäàíà.) Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A â

ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòîÿ-

ùèé èç æîðäàíîâûõ öåïî÷åê, êîòîðûå îòâå÷àþò âñåì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèÿì ìàòðèöû A.

Òåîðåìà äàåòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà, ñ êîòîðûì ìîæíî îçíàêîìèòü-
ñÿ â [7].

Âñå ïðîñòðàíñòâî Rn ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ R1, . . . , Rk. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ̃1, . . . , λ̃k êðàòíîñòè r1, . . . , rk. Èìååì r1 +

+ . . .+ rk = n. Ïîäïðîñòðàíñòâà Ri, i = 1, k � íàçûâàþòñÿ êîðíåâûìè.
Îíè ñîñòîÿò èç òàêèõ ~x, ÷òî (A− λ̃iE)ri~x = ~0. Òàêèì îáðàçîì,

R1

⊕
R2

⊕
R3

⊕
· · ·

⊕
Rk = Rn

l l l l
λ̃1 λ̃2 λ̃3 λ̃k
l l l l
r1 + r2 + r3 + . . . + rk = n

(4.21)

λ̃i 6= λ̃j , k ≤ n.
Áàçèñû â Ri, i = 1, k îáðàçóþò æîðäàíîâû öåïî÷êè. Ýòè öåïî÷êè

è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îòâå÷àþùèå èì, îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

~h1, ...,~hk1 ; ~e1, ..., ~ek2 ; ~f1, ..., ~fkl .

l l · · · l
λ1 λ2 λl

(4.22)

k1 + . . .+ kl = n, k ≤ l ≤ n.
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Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ̃i êðàòíîñòè ri > 1 ìîæåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü êàê îäíà, òàê è íåñêîëüêî æîðäàíîâûõ öåïî÷åê. Ïóñòü ìû èìååì
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ è öåïî÷êó (4.19), ñîîòâåòñòâóþùóþ λ, âåêòîðû
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò (4.20).
Ââåä¼ì âåêòîð-ôóíêöèè:

~ωm(t) =
tm−1

(m− 1)!
~e1 +

tm−2

(m− 2)!
~e2 + . . .+ ~em, m = 1, k. (4.23)

Ëåììà 4.6. Âåêòîð-ôóíêöèè

~xm(t) = ~ωm(t)eλt,m = 1, k,

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìû (4.16). Ïðè ýòîì ~xm(0) =

= ~em,m = 1, k.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Äîêàçàòåëüñòâî çèæäåòñÿ íà äâóõ òîæ-
äåñòâàõ

d~ωk
dt

= ~ωk−1,

A~ωk = λ~ωk + ~ωk−1.

Ïåðâîå òîæäåñòâî î÷åâèäíîå. Èñïîëüçóÿ åãî, äîêàæåì âòîðîå. Èìååì

A~ωm =
tm−1

(m− 1)!
A~e1 +

tm−2

(m− 2)!
A~e2 + . . .+A~em =

=
tm−1

(m− 1)!
λ~e1 +

tm−2

(m− 2)!
(λ~e2 +~e1) + . . .+ (λ~em +~em−1) = λ~ωm + ~ωm−1.

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ôóíêöèè ~xm(t),m = 1, k, â ñèñòåìó (4.16), áóäåì
èìåòü

d

dt
(~ωme

λt) = λeλt~ωm + eλt
d~ωm
dt

= eλt(λ~ωm + ~ωm−1) = A(~ωme
λt).

Ïîëîæèì t = 0. Òàê êàê

~xm(0) = eλ0~em = ~em,

òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �
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Èç ëåììû 4.6 ñëåäóåò, ÷òî öåïî÷êàì (4.22) è ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
ÿì, èì îòâå÷àþùèì, ñîîòâåòñòâóþò n ðåøåíèé îäíîðîäíîé ëèíåéíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé, à èìåííî:

k1 : ~h1e
λ1t, . . . ,

[
tk1−1

(k1−1)!
~h1 + . . .+ ~hk1

]
eλ1t;

...

kl : ~f1e
λlt, . . . ,

[
tkl−1

(kl−1)!
~f1 + . . .+ ~fkl

]
eλlt.

(4.24)

Ìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâ (4.22) çàïèøåì â âèäå

~h1, . . . ,~hn, (4.25)

à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ (4.24) îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~ϕ1(t), . . . , ~ϕn(t). (4.26)

Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ ~ϕ1, · · · , ~ϕn ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. Ðàññìîò-
ðèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî: W (t) = W [~ϕ1, · · · , ~ϕn]. Ïðè t = 0 ïîëó-
÷àåì W (0) = W [~h1, · · · ,~hn] 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå. Îòñþäà âûòåêàåò

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü âåêòîðû (4.25) îáðàçóþò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç

æîðäàíîâûõ öåïî÷åê (4.22), à (4.26) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøå-

íèÿ îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (4.16). Òîãäà äëÿ ëþáîãî å¼ ðåøå-

íèÿ ~x(t) ñóùåñòâóåò íàáîð ïîñòîÿííûõ Ci, i = 1, n, òàêîé, ÷òî

~x(t) = C1~ϕ1(t) + . . .+ Cn~ϕn(t).

Ïîñòðîèì ÔÑÐ, ñîñòîÿùóþ èç âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Ïóñòü áàçèñ
(4.25) ñîñòîèò èç 2q êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ ðåøåíèé è n − 2q äåé-

ñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé: ~h1,
~h1, . . . ,~hq,

~hq, ~h2q+1, . . . ,~hn. Íåòðóäíî äî-
êàçàòü, êàê â òåîðåìå 4.1, ÷òî âåùåñòâåííûå âåêòîðû Re~h1, Im~h1, . . . ,

Re~hq, Im~hq, ~h2q+1, . . . ,~hn, ëèíåéíî íåçàâèñèìûå. Ñîîòâåòñòâóþùèå
èì n ðåøåíèé

~u1(t) = Re ~ϕ1(t), ~v1(t) = Im ~ϕ1(t),

. . .

~uq(t) = Re ~ϕq(t), ~vq(t) = Im ~ϕq(t), (4.27)

~ϕ2q+1(t), . . . ~ϕn(t)

îáðàçóþò âåùåñòâåííóþ ÔÑÐ.
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Òåîðåìà 4.5. Åñëè ñðåäè ðåøåíèé (4.26) èìåþòñÿ 2q êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííûõ è p äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé è p+2q = n, òî äåéñòâè-

òåëüíûå ðåøåíèÿ (4.27) îáðàçóþò ÔÑÐ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.16).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 3.3,
òàê êàê

det (Re ~ϕ1 Im ~ϕ1 . . . Re ~ϕq Im ~ϕq ~ϕ2q+1 . . . ~ϕn) |t=0 =

=
∣∣∣Re ~ϕ1 Im ~ϕ1 . . . Re~hq Im~hq ~h2q+1 . . . ~hn

∣∣∣ 6= 0,

ò.ê. âåêòîðû Re ~h1, Im ~h1, . . . ,Re ~hq, Im ~hq, ~h2q+1, . . . ,~hn, ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû. Çäåñü ñòîëáöàìè â ìàòðèöå è îïðåäåëèòåëå ÿâëÿþòñÿ
êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ. �

Ïðèìåð 4.2.1. ([14], 812.)
Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû

d~x

dt
=

 4 −1 0

3 1 −1

1 0 1

 ~x.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû èìåþò âèä

Q(λ) = (2− λ)3 ⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 2.

Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèí¼ííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàé-
äåííûì âûøå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì:

A~h1 = 2~h1 ⇒ ~h1 =

 1

2

2

 ; A~h2 = 2~h2 + ~h1 ⇒ ~h2 =

 1

1

0

 ;

A~h3 = 2~h3 + ~h2 ⇒ ~h3 =

 1

1

1

 ;

Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèè
~ω1 = ~h1; ~ω2 = t

1!
~h1 + ~h2; ~ω3 = t2

2!
~h1 + t

1!
~h2 + ~h3 è âûïèñûâàåì îáùåå

ðåøåíèå:

~x(t) = C1~ω1e
2t + C2~ω2e

2t + C3~ω3e
2t. ♦
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Ïðèìåð 4.2.2. ([14], 811.)
Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû

d~x

dt
=

 2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2

 ~x.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû èìåþò âèä

Q(λ) = −(1− λ)3 ⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 1.
Íàéäåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþò äâà ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ α−β−γ =

= 0:

A~h1 = ~h1 ⇒ ~h1 =

 1

1

0

 ;A~h2 = ~h2 ⇒ ~h2 =

 1

0

1

 .

Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèñîåäèí¼ííûõ âåêòîðîâ ê ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðàì ~h1, ~h2 îêàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè. Îäíàêî ñîãëàñíî
òåîðåìå Æîðäàíà ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ æîðäà-
íîâà öåïî÷êà, äîëæåí ñóùåñòâîâàòü. Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ âîñïîëü-
çóåìñÿ òåì, ÷òî âåêòîð ~e2 = a ~h1 + b ~h2, êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ îäíîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Íåîáõîäèìî íàéòè
òàêèå çíà÷åíèÿ a, b, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðè-
ñîåäèí¼ííîãî ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ~e2, áûëà ñîâìåñòíîé. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ A~e3 = ~e3 + ~e2.

Îòñþäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò ïðèñîåäèí¼ííîãî âåêòîðà ~e3 =

= (α, β, γ)T ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
α− β − λ = a+ b,

α− β − λ = b
2 ,

α− β − λ = −a.

Îíà áóäåò ñîâìåñòíîé, åñëè b = −2a. Ïîëîæèâ a = 1, b = −2, â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

~e2 =

 1

2

−1

 , ~e3 =

 1

1

1

 .
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Îáùåå ðåøåíèå ïðèìåò âèä

~x = C1e
t ~h1 + C2e

t ~e2 + C3e
t(~e3 + t ~e2). ♦

Â ïîñòðîåííîì áàçèñå (4.25), ñîñòîÿùåì èç æîðäàíîâûõ öåïî÷åê,
ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñîîòâåòñòâóåò óæå íå ìàòðèöà A, à ìàò-
ðèöà J . Îíà íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. Æîðäàíîâîé êëåòêîé ïîðÿäêà m ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì λ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà âèäà:

Jm =

m

︷ ︸︸ ︷
λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

. . .
...

λ 1 0
...

. . . λ 1

0 · · · · · · 0 λ


.

Ìàòðèöà Jm ñîîòâåòñòâóåò æîðäàíîâîé öåïî÷êå

A~h1 = λ~h1; A~h2 = λ~h2 +~h1; A~h3 = λ~h3 +~h2; . . . ;A~hm = λ~hm +~hm−1.

Â æîðäàíîâîì áàçèñå ~h1, . . . ,~hn, (4.25) ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ èìååò âèä

J =


Jk1 0

Jk2
. . .

0 Jkl

 = [Jk1 ,Jk2 , . . . ,Jkl ] ,

.
Âäîëü ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû æîðäàíîâû êëåòêè ïîðÿä-

êà ki, i = 1, l. Èõ ïîðÿäîê ðàâåí äëèíàì æîðäàíîâûõ öåïî÷åê, èç
êîòîðûõ ñîñòîèò áàçèñ (4.25) èëè (4.22). Ïðè ýòîì k1 +k2 + . . .+kl = n.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4.3 ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé î ïðèâåäå-
íèè ìàòðèöû A ê æîðäàíîâîé ôîðìå. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
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òàêàÿ íåâûðîæäåíàÿ ìàòðèöà T , ÷òî J = T−1AT :

J = T−1AT =

 Jk1 0
. . .

0 Jkl

 .

Çäåñü T � ìàòðèöà ïåðåõîäà ê æîðäàíîâîìó áàçèñó (4.25) îò ïåðâîíà-
÷àëüíîãî.

Òåîðåìà Æîðäàíà ïîçâîëèëà ýôôåêòèâíî èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åñëè ïðîèçâåñòè çàìåíó ~x = T~y â ñèñòåìå (4.16),
òî ìû ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó, óäîáíóþ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ:

T
d~y

dt
= AT~y ⇒ d~y

dt
= T−1AT~y = J ~y.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ
êàêîé-ëèáî êëåòêå æîðäàíîâîé ìàòðèöû J . Â æîðäàíîâîì áàçèñå ïî-
ñëåäíåå óðàâíåíèå â ýòîé ñèñòåìå îòùåïëÿåòñÿ îò îñòàëüíûõ. Ïðîèíòå-
ãðèðîâàâ åãî, çàòåì ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü îñòàâøèåñÿ. Àíà-
ëîãè÷íî èíòåãðèðóþòñÿ ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ äðóãèìè êëåòêàìè. Ïî-
êàæåì ýòî íà ïðèìåðå ñèñòåìû óðàâíåíèé ([14], 812), ðàññìîòðåííîé
âûøå. Èç ïðèìåðà 4.2.1 èìååì

d~x

dt
=

4 −1 0

3 1 1

1 0 1

 ~x, λ1 = λ2 = λ3 = 2;

A~h1 = 2 ~h1 ⇒ ~h1 = (1, 2, 1)T , A ~h2 = 2 ~h2 + ~h1 ⇒ ~h2 = (1, 1, 0)T ,

A ~h3 = 2 ~h3 + ~h2 ⇒ ~h3 = (1, 1, 1)T .

Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ~x = T~y, òîãäà T d~y
dt = AT~y ⇒ d~y

dt =

= T−1AT~y, T = ( ~h1
~h2
~h3) (ýëåìåíòàìè ìàòðèöû T ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-

íàòû âåêòîðîâ ~h1, ~h2, ~h3). Â æîðäàíîâîì áàçèñå ñèñòåìà áóäåò èìåòü
âèä

d~y

dt
=

2 1 0

0 2 1

0 0 2

 ~y ⇒ y3 = C3e
2t, y2 = C2e

2t + C3te
2t,

y1 = C1e
2t + C2te

2t + C3
t2

2
e2t,
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y1

y2

y3

 = e2t

C1 + C2t+ C3
t2

2

C2 + C3t

C3

 = e2tC1

1

0

0

+ C2

0

1

0

+ t

1

0

0

 e2t+

+C3

0

0

1

+ t

0

1

0

+
t2

2

1

0

0

 e2t,

~x = T~y = C1e
2t ~h1 + C2e

2t
[
~h2 + t ~h1

]
+ C3e

2t

[
~h3 + t ~h2 +

t2

2
~h1

]
.

4.2.2. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ñ êâàçèìíîãî÷ëåíîì

â ïðàâîé ÷àñòè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

d~x

dt
= A~x+ eµt ~Pm(t), (4.28)

ãäå ~Pm(t) � âåêòîð-ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðî-
ãî ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå âåêòîðû
~pi, i = 0,m:

~Pm(t) = ~p0 + ~p1t+ · · ·+ ~pmt
m.

Ïóñòü r � ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð æîðäàíîâîé öåïî÷êè ìàòðèöû A,
ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Òåîðåìà 4.6. Ñèñòåìà (4.28) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

~X(t) = ~Gm+s(t)e
µt,

ãäå ~Gm+s(t) � âåêòîð-ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m+ s, à

s =

{
0, åñëè µ 6= λ,

r, åñëè µ = λ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I 1) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî

~Pm(t) = P {1}m (t) ~h1 + · · ·+ P {k}m (t) ~hk,
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ãäå ~h1, · · · ,~hk � íåêîòîðàÿ æîðäàíîâà öåïî÷êà, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λ, à P {i}m (t), i = 1, k, � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå
m.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå

~x(t) =
k∑
i=1

zi(t)~hi. (4.29)

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ (4.29) â ñèñòåìó (4.28):

k∑
i=1

dzi(t)

dt
~hi = A

k∑
i=1

zi(t)~hi + eµt
k∑
i=1

P im(t)~hi =

= λz1(t)~h1 +
k∑
i=2

zi(t)(λ~hi + ~hi−1) + eµt
(
P {1}m

~h1 + · · ·+ P {k}m
~hk

)
.

Òàê êàê âåêòîðû ~h1, · · · ,~hk � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, òî â ïîñëåäíåì
ñîîòíîøåíèè ìîæíî ïðèðàâíÿòü íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè âåêòîðàõ
~hi, 1 ≤ i ≤ k.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé zi(t), 1 ≤ i ≤ k:

dz1
dt = λz1 + z2 + eµtP

{1}
m (t),

. . .
dzk−1

dt = λzk−1 + zk + eµtP
{k−1}
m (t),

dzk
dt = λzk + eµtP

{k}
m (t).

(4.30)

Òàêèì îáðàçîì, â æîðäàíîâîì áàçèñå ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ñèñòåìå
îòùåïëÿåòñÿ îò îñòàëüíûõ è ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî îòäåëüíî.
Çàòåì, èñïîëüçóÿ íàéäåííîå ðåøåíèå, íàõîäèòñÿ ðåøåíèå âñåé ñèñòå-
ìû. Çäåñü ìîæåò ïðåäñòàâèòüñÿ äâà ñëó÷àÿ.

a) Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà µ 6= λ. ×àñòíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ñèñòåìû (4.30), ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2, èìåþò âèä

Zk(t) = eµtG{k}m (t), · · · , Z1(t) = eµtG{1}m (t).

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåíûå ðåøåíèÿ â ôîðìóëó (4.29), ïîëó÷èì

~X(t) = eµt
k∑
i=1

G{i}m (t)~h1 = eµt ~Gm(t).

145



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

b) Åñëè µ = λ, òî èç òåîðåìû 4.2 ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèé ñèñòåìû (4.30) áóäóò ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

Zk(t) = eµttG{k}m (t), · · · , Z1(t) = eµttG
{1}
m+k−1(t).

Îáðàùàÿñü ê ôîðìóëå (4.29), íàõîäèì

~X(t) = eµt
k∑
i=1

tG
{i}
m+k−i

~hi = eµt ~Gm+k(t).

2) Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé ñèñòåìû (4.28). Ðàçëîæèì âåê-
òîðû ~p0, · · · , ~pm ïî âåêòîðàì áàçèñà (4.22). Ñ÷èòàÿ , ÷òî µ = λ = λ1, k =

= k1 = r, ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.28) â âèäå

d~x

dt
= A~x+eµt(P

{1}
m,1

~h1 + . . .+P
{k1}
m,1

~hk1)+ . . .+eµt(P
{1}
m,l

~f1 + . . .+P
{kl}
m,l

~fkl).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñëó÷àé 2) ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 1). Â ñàìîì äåëå,
åñëè µ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî ~X(t) = eµt ~Gm(t).
Åñëè æå, íàïðèìåð, µ = λ1, òî ~X(t) = eµt ~Gm+r(t). Äåéñòâèòåëüíî, ñî-
ãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè ~X(t) =

∑l
i=1

~Xi(t). Òàê êàê µ = λ = λ1,

òî ~X1(t) = eλ1t ~G
{1}
m+r(t), à ~Xi(t) = eλ1t

∑l
i=2

~G
{i}
m (t), i = 2, l. Ìíîãî÷ëå-

íû ~G
{i}
m (t) èìåþò ñòåïåíü íå âûøå m. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

~X(t) = eλ1t ~G
{1}
m+r(t) +

l∑
i=2

eλ1t ~G{i}m (t).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Åñëè µ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî íà ïðàêòèêå ÷àñò-

íîå ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå

~X(t) = eµt ~Gm(t) = eµt [~g0 + t~g1 + . . .+ tm~gm] .

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (4.27), ïîëó÷èì

(A− µE)~Gm = d~Gm
dt − ~Pm(t),

~gm = −(A− µE)−1~pm; ~gm−1 = −(A− µE)−1 [~pm−1 −m~gm]

è òàê äàëåå.
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4.2.3. Ïðèìåð ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû

Ðåøèì ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó, èñïîëüçóÿ âûøåäîêàçàí-
íûå òåîðåìû:

d~x

dt
=

 1 −1 1

1 1 −1

0 −1 2

 ~x+ et

 1

2

2

 .

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû, êîòîðàÿ íèæå îáîçíà÷à-
åòñÿ A, ðàâíû λ1 = 2, λ = λ2 = λ3 = 1. Íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ñîáñòâåííûå âåêòîðû ~h1, ~e1 è ïðèñîåäèí¼ííûé âåêòîð ~e2 :

λ1 = 2⇒ ~h1 =

 1

0

1


λ = 1⇒ ~e1 =

 1

1

1


λ = 1⇒ ~e2 =

 1

−1

0




⇒ d~x

dt
= A~x+ et

(
~h1 + ~e1 − ~e2

)
. (4.31)

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (4.32) èìååò âèä

~xîäí(t) = C1 e
2t ~h1 + C2 e

t ~e1 + C3

[
~e2 + t~e1

]
et,

ãäå C1, C2, C3 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.6 ÷àñò-
íîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (4.32) áóäåì èñêàòü â âèäå

~X(t) = a1
~h1e

t +

[(
a2t+

1

2
a3t

2

)
~e1 + a3t~e2

]
et.

Ïîäñòàâèì íàéäåííóþ ôóíêöèþ ~X(t) â ñèñòåìó. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå ai, i = 1, 3:

a1
~h1 + (a2t+

1

2
a3t

2)~e1 + (a2 + a3t)~e1 + a3t~e2 + a3~e2 =

= 2a1
~h1 + (a2t+

1

2
a3t

2)~e1 + a3t(~e1 + ~e2) + ~h1 + ~e1 − ~e2 =⇒
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=⇒


a1 = −1,

a2 = +1,

a3 = −1,

⇒

⇒ ~X(t) =

−
 1

0

1

+ t

 0

2

1

− t2
 1/2

1/2

1/2

 et = ~G2(t)et.

×àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæíî ñðàçó èñêàòü â âèäå ~X(t) = ~G2(t)et,
ãäå âåêòîð-ìíîãî÷ëåí ~G2(t) ñîäåðæèò äåâÿòü íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ.
Îäíàêî òàêîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåõíè÷åñêè áîëåå
ñëîæíûì, ÷åì ïðåäñòàâëåííûé âûøå. ♦

4.3. Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó P (t) = (pij(t)) , i, j = 1, n, â êîòîðîé pij(t) �
âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ôóíêöèè îò t. Åñëè pij(t) óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì, òî ïî îïðåäåëåíèþ

|P | = (|pij(t)|),
dP (t)

dt
=

(
d

dt
pij(t)

)
,

t∫
t0

Pdt =

 t∫
t0

pij(t)dt

 , i, j = 1, n.

Íèæå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n × n, ýëåìåíòàìè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà, îáîçíà÷àþòñÿ A, à ìàòðèöû, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè, îáîçíà÷àþòñÿ A(t), Ak(t).

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Ðÿä
∞∑
k=0

Ak(t), ãäå Ak(t) = (a
(k)
i,j (t)), íàçûâàåòñÿ

ñõîäÿùèìñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ R ê ìàòðèöå A(t) = (ai,j)(t), åñëè

ïðè ýòîì t ðÿäû
∞∑
k=0

a
(k)
i,j (t) ñõîäÿòñÿ ê ai,j(t) ïðè âñåõ i, j = 1, n.

Åñëè ðÿäû
∞∑
k=0

a
(k)
i,j (t) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî ïðè âñåõ i, j = 1, n è t ∈ R,

òî ìàòðè÷íûé ðÿä íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ðÿä
∞∑
k=0

Ak(t), ãäå Ak(t) =

= (a
(k)(t)
i,j (t)), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ìàòðèöå A(t) = (ai,j(t)) íà êîíå÷-

íîì ïðîìåæóòêå J , åñëè íà ýòîì ïðîìåæóòêå ðÿäû
∞∑
k=0

a
(k)
i,j (t) ñõîäÿòñÿ

ðàâíîìåðíî ê ai,j(t) ïðè âñåõ i, j = 1, n.
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Äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ìàòðèö îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè òåî-
ðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ ðÿäîâ ôóíêöèé. Ýòî ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå, è òåì, ÷òî ðÿäû, ñîñòàâëåííûå èç ij�õ
ýëåìåíòîâ ìàòðèö, ýòèì òåîðåìàì ïîä÷èíÿþòñÿ.

Íîðìà ìàòðèöû A = (ai,j), i, j = 1, n îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

‖A‖ =

√√√√ n∑
i,j=1

|aij |2.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ‖A‖ = 0, òî aij = 0⇐⇒ A =

=
(

0
)
n×n

.

Ëåììà 4.7. Åñëè ‖Ak(t)‖ ≤ αk, k ∈ {0} ∪ N, t ∈ J , è ÷èñëîâîé ðÿä∑∞
k=0 αk ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∞∑
k=0

Ak(t) ñõîäèòñÿ, ïðè ýòîì àáñîëþòíî

è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå J .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Äëÿ ýëåìåíòîâ a(k)
ij (t) ìàòðèöû Ak(t) ïðè

ëþáûõ i, j = 1, n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|a(k)
ij (t)| ≤ ‖Ak(t)‖ ≤ αk.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿäû, ñîñòîÿùèå èç i, j � ýëåìåíòîâ ìàòðèö Ak(t)

ñõîäÿòñÿ, è ïðè ýòîì àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðî-
ìåæóòêå J . Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ìàòðèö ñõîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì. �

Ëåììà 4.8. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A è ëþáîãî t ∈ R ðÿä

∞∑
k=0

Ak(t) = E +
t

1!
A+

t2

2!
A2 + . . .+

tk

k!
Ak + . . . (4.32)

ñõîäèòñÿ, ïðè ýòîì àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå J . Çäåñü A0(t) = E,Ak(t) = tk

k!A
k, k > 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî b, ÷òî |aij | ≤ b

äëÿ ëþáûõ i, j = 1, n. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

A2 =
(
a

(2)
ij

)
, . . . , Ak =

(
a

(k)
ij

)
, k = 3, 4, . . .
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Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A2 = A ·A =
(
a

(2)
ij

)
áóäåì èìåòü îöåíêó

∣∣∣a(2)
ij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
s=1

aisasj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
s=1

|aisasj | ≤ nb2, i, j = 1, n.

Íåòðóäíî äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî
∣∣∣a(k)
ij

∣∣∣ ≤
≤ nk−1bk, i, j = 1, n.

Òàê êàê a(k)
i,j (t) = tk

k!a
(k)
i,j , k > 0, òî ‖Ak(t)‖ = n| t

k

k!a
(k)
i,j | ≤

|t|knkbk
k! , k >

> 0; ‖A0(t)‖ =
√
n, ñîãëàñíî íàéäåííûì îöåíêàì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

êàæäîãî t ∈ R ìîæíî âçÿòü αk = |t|knkbk
k! , k > 0;α0 =

√
n. Òîãäà ðÿä∑∞

k=0 αk ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ïðè ëþáîì âûáîðå b è t.
Ïî ëåììå 4.7 ðÿä (4.32) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ìàòðèöå. Êàæäûé ýëå-
ìåíò ýòîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ïðè ëþáîì âûáîðå b
è t. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (4.32) ñõîäèò-
ñÿ àáñîëþòíî. Åñëè t ∈ J , òî ðÿä (4.32) ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîíå÷-
íîì ïðîìåæóòêå J =< c, d > ðàâíîìåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëà-
ãàÿ, íàïðèìåð, c, d > 0,÷èñëàαk ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αk = |d|knkbk
k! , k > 0 . �

Îïðåäåëåíèå 4.3.3. Ðÿä (4.32) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíê-
öèåé îò ìàòðèöû tA è îáîçíà÷àåòñÿ etA.

Ñâîéñòâà:

1. Åñëè ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò, ò.å. [A, B] ≡ AB − BA = 0,
òî

etAetB = et(A+B). (4.33)

Åñëè [A, B] 6= 0, òî ôîðìóëà (4.32) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Ïðî-
èëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå

A =

(
0 1

0 0

)
, B =

(
1 0

0 0

)
⇒

⇒ etAetB =

(
et t

0 1

)
6=
(
et et

0 0

)
= et(A+B).

2. Äëÿ ∀t1, t2 ∈ R, è ∀A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: et1Aet2A = e(t1+t2)A;
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3. Ìàòðèöà e−tA ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ìàòðèöå etA: e−tAetA = e(t−t)A =

= e

(
0
)
n×n = E;

4.
detA

dt
= AetA = etAA;

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (4.32) èìååì

detÀ

dt
= A+

t

1!
A2 + . . .+

tk−1

(k − 1)!
Ak + . . . =⇒

=⇒ A

(
E +

t

1!
A+ . . .

)
= AetA =

(
E +

t

1!
A+ . . .

)
A = etAA.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

d~x

dt
= A~x+ ~f(t); ~f(t) ∈ C(J), ~x(t0) = ~x0, t0 ∈ J. (4.34)

Òåîðåìà 4.7. Âåêòîð-ôóíêöèÿ

~x(t) = e(t−t0)A~x0 +

t∫
t0

e(t−τ)A ~f(τ)dτ (4.35)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (4.34), îïðåäåëåííûì
íà âñåì ïðîìåæóòêå J .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I

Ñóùåñòâîâàíèå. Ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèè (4.34) ïîäñòàíîâêó
~x(t) = etA~u(t). Òîãäà

d
(
etA~u

)
dt

= AetA~u(t) + ~f(t),

AetA~u(t) + etA
d~u(t)

dt
= AetA~u(t) + ~f(t)⇒ d~u(t)

dt
= e−tA ~f(t).

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì

~u(t) = ~C +

t∫
t0

e−τA ~f(τ)dτ.
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Çäåñü ~C � ïðîèçâîëüíûé n-ìåðíûé ÷èñëîâîé âåêòîð. Â ðåçóëüòàòå áó-
äåì èìåòü

~x(t) = etA ~C +

t∫
t0

e(t−τ)A ~f(τ)dτ. (4.36)

Ïðè t = t0, ~x0 = et0A ~C ⇒ ~C = e−t0A~x0. Ïîäñòàâèâ ~C â (4.36), ïîëó÷èì
ôîðìóëó (4.35):

~x(t) = e(t−t0)A~x0 +

t∫
t0

e(t−τ)A ~f(τ)dτ.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ìû èìååì äâà ðåøåíèÿ ~x1, ~x2 çàäà÷è
Êîøè (4.34). Îáîçíà÷èì ~y = ~x1−~x2. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ~y ïîëó÷àåì
îäíîðîäíóþ çàäà÷ó Êîøè

d~y

dt
= A~y, ~y(t0) = ~y0 = ~0

. Èç íå¼ ñðàçó íàõîäèì

~y(t) = e(t−t0)A~y0 ≡ ~0, ∀t ∈ J.

Äåéñòâèòåëüíî,

~y(t) = etA~u(t)⇒ d~u(t)

dt
= ~0⇒ ~u(t) = ~C ⇒ ~C = ~0⇒ ~y(t) ≡ ~0, t ∈ J.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôîðìóëà (4.35) ïîëó÷åíà ìåòîäîì âàðè-
àöèè ïîñòîÿííûõ Ëàãðàíæà. �

Ðàññìîòðèì ÔÑÐ ~ϕ1(t), . . . , ~ϕn(t) îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
(4.16). Ñîñòàâèì ìàòðèöó Φ = (~ϕ1 . . . ~ϕn), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé. Å¼ ñòîëáöàìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ {~ϕi}, i =

= 1, n. Èç íååäèíñòâåííîñòè âûáîðà ÔÑÐ ñëåäóåò íååäèíñòâåííîñòü
âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû. Òàê êàê d~ϕi

dt = A~ϕi, i = 1, n, òî
ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû Φ óäîâëåòâîðÿþò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

dΦ

dt
= AΦ. (4.37)
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Ìàòðèöà etA óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ (4.37). Å¼ îïðå-
äåëèòåëü det etA 6= 0 äëÿ ∀t ∈ R. Ïîýòîìó îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé è îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.16)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: ~x(t) = Ô~C, ãäå ~C � ïðîèçâîëüíûé ÷èñëîâîé
âåêòîð.

Îäíàêî âñòà¼ò âîïðîñ: êàê âû÷èñëèòü ìàòðèöó etA?

Ëåììà 4.9. Åñëè A = TBT−1, òî etA = TetBT−1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Èìååì

etA = E +
t

1!
TBT−1 +

t2

2!
TBT−1TBT−1 + . . . =

= TET−1 +
t

1!
TBT−1 +

t2

2!
TB2T−1 + . . . =

= T

(
E +

t

1!
B +

t2

2!
B2 + . . .

)
T−1 = TetBT−1.

�
Â æîðäàíîâîì áàçèñå ìàòðèöà A ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: J =

= T−1AT . Ìàòðèöà J íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé. Çíà÷èò, A = TJ T−1

è èç ëåììû 4.9 èìååì: etA = TetJ T−1. Èç ôîðìóëû (4.36) äëÿ îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû (4.16) (f(t) ≡ 0, t ∈ J) ïîëó÷àåì, ÷òî å¼ îáùåå ðåøåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

~x(t) = etA ~C = TetJ T−1 ~C = TetJ ~C†,

ãäå ~C† = T−1 ~C � íîâûé ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðè-
öà TetJ òàê æå, êàê è etA, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

J =

 λ1 0
. . .

0 λn

 , J 2 =

 λ2
1 0

. . .

0 λ2
n

 , . . .

J n =

 λn1 0
. . .

0 λnn

 .
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Îòñþäà íàõîäèì

etJ = E +
t

1!
J +

t2

2!
J 2 + . . . =

= E +
t

1!

 λ1 0
. . .

0 λn

+
t2

2!

 λ2
1 0

. . .

0 λ2
n

+ . . . =

=


∞∑
k=0

tkλk1
k! 0

. . .

0
∞∑
k=0

tkλkn
k!

 =

 eλ1t 0
. . .

0 eλnt

 .

Åñëè èñïîëüçîâàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó TetJ , òî âñå ðåøå-
íèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû (4.16) â êîíå÷íîì èòîãå áóäóò îïèñûâàòüñÿ
òðàäèöèîííîé ôîðìóëîé:

~x(t) = TetJ T−1 ~C =
(
~h1, . . . ,~hn

) eλ1t 0
. . .

0 eλnt


 C1

†

...
Cn
†

 =

= C1
†~h1e

λ1t + . . .+ Cn
†~hne

λnt. (4.38)

Ïóñòü òåïåðü J èìååò èìååò âèä: J = [Jk1 , . . . ,Jkl ]. Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ (äîêàçàòü ñàìèì), ÷òî

J n =
[
J nk1 , . . . ,J

n
kl

]
è etJ =

 etJk1 0
. . .

0 etJkl

 . (4.39)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà J = Jm, ãäå Jm � æîðäàíîâà êëåòêà (ñì.
îïðåäåëåíèå 4.7). Èìååì

Jm = λEm +Nm, ãäå Nm =



0 1 0 · · · 0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 1

0 · · · 0


.
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Òàê êàê ìàòðèöû λEm è Nm êîììóòèðóþò, òî

etJm = etλEnetNm = etλEme
tNm = eλtetNm =

eλt
[
E +

t

1!
Nm +

t2

2!
N2
m . . .+

tm−1

(m− 1)!
Nm−1
m + . . .

]
,

ãäå

N2
m =



0 0 1 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 1
. . . 0

0 0


, . . . , Nm−1

m =


0 · · · 0 1
... 0
...

...
0 · · · · · · 0

 ,

Nm+i
m =


0 · · · · · · 0
...

...
...

...
0 · · · · · · 0

 i > 0.

Çíà÷èò,

etJm = eλt
[
E +

t

1!
Nm + . . .+

tm−1

(m− 1)!
Nm−1
m

]
=

= eλt



1 t
1!

t2

2! · · · tm−1

(m−1)!

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . t2

2!
...

. . . t
1!

0 · · · · · · 0 1


.

Ïîêàæåì, èñïîëüçóÿ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó TetJ , ÷òî îáùåå
ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.16) òàê æå, êàê è âûøå,
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òðàäèöèîííîé ôîðìå:

~x(t) = TetJm ~C† =
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=
(
~h1,~h2, . . . ,~hm

)


1 t
1!

t2

2! · · · tm−1

(m−1)!

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . t2

2!
...

. . . t
1!

0 · · · · · · 0 1


eλt ~C† =

= eλt
(
~h1, . . . ,

tm−1

(m− 1)!
~h1 + . . .+

t

1!
~hm−1 + ~hm

) C1
†

...
Cm
†

 =

= C1
†~h1e

λt + . . .+ Cm
†
(
~hm +

t

1!
~hm−1 + . . .+

tm−1

(m− 1)!
~h1

)
eλt.

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ íàéä¼ì
íåïîñðåäñòâåííî ìàòðèöó etJ äëÿ ïðèâåäåííîé íèæå ñèñòåìû.

Ïðèìåð 4.3.1. d~x
dt =

 −1 1 −2

4 1 0

2 1 −1

 ~x.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû, êîòîðàÿ íèæå áóäåò îáî-
çíà÷àòüñÿ A, èìåþò âèä: λ1 = 1, λ2 = λ3 = −1. Îïðåäåëèì ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû ìàòðèöû A è æîðäàíîâó ìàòðèöó J :

λ1 = 1 =⇒ (A− E)~h1 = ~0 =⇒ ~h1 =

 0

2

1


λ2 = −1 =⇒ (A+ E)~h2 = ~0 =⇒ ~h2 =

 −1

2

1


λ3 = −1 =⇒ (A+ E)~h3 = ~h2 =⇒ ~h3 =

 1

−1

0




=⇒

=⇒ J =

 1 0 0

0 −1 1

0 0 −1

 .
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Òàêèì îáðàçîì, æîðäàíîâûé áàçèñ ñîñòîèò èç äâóõ æîðäàíîâûõ
öåïî÷åê. Ìàòðèöû etJ1 è etJ2 èìåþò âèä

etJ1 = (et), etJ2 =

(
1 t

0 1

)
e−t.

Åñëè âîñïîëüçîâàòñÿ ôîðìóëîé (4.39), òî ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü:

etJ =

(
etJ1 0

0 etJ2

)
=

 et 0 0

0 e−t te−t

0 0 e−t

 .

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî, ïðåäñòàâèâ ìàòðèöó
J â âèäå

J =

 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

+

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 = A+B.

Ìàòðèöû A,B êîììóòèðóþò. Äåéñòâèòåëüíî 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 =

 0 0 0

0 0 −1

0 0 0

 ,

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 =

 0 0 0

0 0 −1

0 0 0

 .

Òàêèì îáðàçîì, AB = BA. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

etJ = etAetB = exp

t
 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 · exp

t
 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 =

=

 et 0 0

0 e−t 0

0 0 e−t

 1 0 0

0 1 t

0 0 1

 =

 et 0 0

0 e−t te−t

0 0 e−t

 .

Îïðåäåëèì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàò-
ðèöó etA:

~x(t) = etA ~C = TetJ T−1 ~C =
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=

 0 −1 1

2 2 −1

1 1 0

 et 0 0

0 e−t te−t

0 0 e−t

 1 1 −1

−1 −1 2

0 −1 2

 C1

C2

C3

 =

=

 e−t te−t −2te−t

2(et − e−t) 2et − (1 + 2t)e−t −2et + 2(1 + 2t)e−t

et − e−t et − (1 + t)e−t −et + 2(1 + t)e−t

 C1

C2

C3

 .♦

Ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A:

A =

(
3 −4

4 3

)
= 3E + 4σ2, σ2 =

(
0 −1

1 0

)
.

Çäåñü σ2 � ìàòðèöà Ïàóëè. Âû÷èñëèì ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó. Èìå-
åì

eAt = e3Ete4σ2t ;σ2
2 = −E, σ3

2 = −σ2, σ
4
2 = E, . . . ,

σ2n−1
2 = (−1)n+1σ2, σ

2n
2 = (−1)nE.

Îòñþäà íàõîäèì

e4σ2t = E + 4σ2t− E
(4t)2

2!
− σ2

(4t)3

3!
+ · · · =

= E

(
1− (4t)2

2!
+ . . .

)
+ σ2

(
4t− (4t)3

3!
+ . . .

)
=

(
cos 4t − sin 4t

sin 4t cos 4t

)
.

Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

eAt = e3Ete4σ2t = e3t

(
cos 4t − sin 4t

sin 4t cos 4t

)
.♦

Ìàòðè÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1. Ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

d~z

dt
= A~z, ~z(0) =

(
x(0)

y(0)

)
.

Áóäåì èñêàòü ìàòðèöó etA â âèäå

etA = A1e
λ1t +A2e

λ2t, t ∈ R,
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ãäå A1, A2 � íåèçâåñòíûå ÷èñëîâûå ìàòðèöû. Âûáîð ôîðìû, â êîòîðîé
èùåòñÿ ìàòðèöà etA, âûòåêàåò èç ôîðìóë

etA = TetJ T−1, etJ =

(
eλ1t 0

0 eλ2t

)
.

Ïðîèçâîäíàÿ îò ìàòðèöû etA ðàâíà

AetA = λ1A1e
λ1t + λ2A2e

λ2t.

Ïîëîæèâ â óðàâíåíèÿõ t = 0, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö A1, A2 ïîëó÷èì
ñèñòåìó:{

E = A1 +A2,

A = λ1A1 + λ2A2
⇒ A1 =

λ2E −A
λ2 − λ1

, A2 =
A− λ1Å
λ2 − λ1

.

Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè
λ1,2 = α ± iβ, òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû óïðîùà-
åòñÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî å¼ ìîæíî èñêàòü â âèäå

etA = eαt
[
A1cosβt+A2sinβt

]
.

2. Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ áàçèñà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ: λ1 = λ2 = λ.
Òàê êàê

etJ =

(
1 t

0 1

)
eλt,

òî ìàòðèöó etA ìîæíî èñêàòü â âèäå

etA = A1e
λt +A2te

λt,

ãäå A1, A2 � íåèçâåñòíûå ÷èñëîâûå ìàòðèöû. Ïðîèçâîäíàÿ îò íå¼ èìååò
âèä

AetA = λA1e
λt +A2e

λt + λA2te
λt

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö A1, A2 ïîëó÷èì ïðè t = 0 ñèñòåìó{
E = A1,

A = λA1 +A2.

Ðåøàÿ å¼, íàõîäèì: A1 = E,A2 = A− λE. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

etA = Eeλt + (A− λE)teλt = (E + t(A− λE)) eλt.♦
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Ãëàâà 5

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè

âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè,

ñîäåðæàùèõ ìàëûé ïàðàìåòð

5.1. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè

âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ε, a, b:

εx′′ + ax′ + bx = f(t), t ∈ [α, β]. (5.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(t) ∈ C1([α, β]), ε 6= 0, a 6= 0.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) ìîæíî âûäåëèòü íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ

íà÷àëüíûõ óñëîâèé, íî è ñ ïîìîùüþ êðàåâûõ óñëîâèé (ÊÓ). ÊÓ íàè-
áîëåå ïðîñòîãî òèïà èìåþò âèä

x(α) = xα, (5.2)

x(β) = xβ . (5.3)

Çäåñü xα è xβ � çàäàííûå ÷èñëà. Îäíàêî äëÿ óðàâíåíèÿ (5.1) ÷àñòî
ñòàâÿòñÿ KÓ áîëåå îáùåãî âèäà:

h1x(α) + h2x
′(α) = xα, k1x(β) + k2x

′(β) = xβ , (5.4)

ãäå h1, h2, k1, k2 � çàäàííûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì h2
1 + h2

2 6= 0 è k2
1 + k2

2 6= 0.
Ôîðìóëû (5.2) è (5.3) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòûì ñëó÷àåì ôîðìóëû (5.4). Îíè
ïîëó÷àþòñÿ èç (5.4), åñëè ïîëîæèòü h2 = k2 = 0. Óñëîâèÿ (5.2) è
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(5.3) íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Åñëè ïîëîæèòü
h1 = 0 èëè k1 = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå êðàåâîå óñëîâèå (5.4) íàçûâà-
åòñÿ êðàåâûì óñëîâèåì âòîðîãî ðîäà. Åñëè îäíîâðåìåííî hi 6= 0 èëè
ki 6= 0(i = 1, 2) � óñëîâèåì òðåòüåãî ðîäà.

Êðàåâûå çàäà÷è (ÊÇ) äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíîðîäíûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíûìè êðàåâûìè çàäà-
÷àìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíûìè. Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(5.1) îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

x(t) = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t) +X(t), t ∈ [α, β].

Çäåñü ϕ1(t) è ϕ2(t) � ÔÑÐ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.1), à X(t) � êàêîå-
ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå ËÍÓ (5.1). Îòñþäà âèäíî, ÷òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ
ðåøåíèÿ ÊÇ (5.1), (5.4) ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïîñòîÿííûõ C1 è C2 èç
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ):{

C1A1(α) + C2A2(α) = xα − [h1X(α) + h2X
′(α)],

C1B1(β) + C2B2(β) = xβ − [k1X(β) + k2X
′(β)].

(5.5)

Çäåñü Ai(α) = h1ϕi(α) + h2ϕ
′
i(α), Bi(β) = k1ϕi(β) + k2ϕ

′
i(β), i = 1, 2.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (5.5) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü

∆ =
A1(α) A2(α)

B1(β) B2(β)
6= 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè xα = xβ = 0, ò.å. êðàåâûå óñëîâèÿ (5.2), (5.3) è
(5.4) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, òî îáðàùåíèå ∆ = 0 íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (f ≡ 0) èìåëà íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ÊÇ (5.1), (5.4) èìåëà åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíî-

ðîäíàÿ ÊÇ (5.1), (5.4) (xα = xβ = 0; f(t) ≡ 0 ⇔ X(t) ≡ 0) îáëàäàëà

òîëüêî òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Â ñàìîì äåëå, åñëè îäíîðîäíàÿ ÊÇ çàäà÷à
(5.1), (5.4) äîïóñêàåò òîëüêî ðåøåíèå x(t) ≡ 0, òî ∆ 6= 0, è íàîáîðîò.
�
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Çàìå÷àíèå 5.1.1. Åñëè íåîäíîðîäíàÿ ÊÇ èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðå-
øåíèÿ x1 è x2, òî ðàçíîñòü x1 − x2 = x∗ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì
ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé çàäà÷è. Îáðàòíî, åñëè îäíî-
ðîäíàÿ çàäà÷à îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì, òî íåîäíîðîäíàÿ
çàäà÷à ëèáî íå èìååò íè îäíîãî ðåøåíèÿ, ëèáî æå îáëàäàåò áåñêî-
íå÷íûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé. Ïðè÷¼ì âñå îíè ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîãî
äîáàâëåíèåì ëþáîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è. ♦

5.2. Êðàåâàÿ çàäà÷à ïåðâîãî ðîäà ïðè íàëè÷èè ìàëîãî

ïàðàìåòðà ïåðåä ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé

Èññëåäóåì ðàçðåøèìîñòü ÊÇ (5.1), (5.2), (5.3) ïðè ôèêñèðîâàííûõ
α, β, a, b, xα, xβ è çàäàííîé ôóíêöèè f(t) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0

è èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè ε→ 0.
Óðàâíåíèå

ax′ + bx = f(t), (5.6)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (5.1) ïðè ε = 0, íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü a > 0, ε > 0. Òîãäà ðåøåíèå ÊÇ (5.1), (5.2), (5.3)
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ýòî ðåøåíèå

ïðè ε→ 0 äëÿ âñåõ t ∈ [α, β] ïðåäñòàâèìî â âèäå

x(t; ε) = ω(t) + [xα − ω(α)]e−
a
ε (t−α) + g(t; ε), (5.7)

ãäå ω(t) � ðåøåíèå ÇÊ (5.6), (5.3), à g(t; ε) = O(ε) äëÿ âñåõ t ∈ [α, β].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I ÇÊ (5.6), (5.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå x = ω(t), t ∈ [α, β] (ñì. îñíîâíóþ òåîðåìó). Â îáùåì ñëó÷àå
ω(α) 6= xα. Îáîçíà÷èì u(t; ε) = x(t; ε) − ω(t). Äëÿ u(t; ε) ìû ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

εu′′ + au′ + bu = −εω′′ (5.8)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(α; ε) = xα − ω(α), u(β; ε) = 0. (5.9)

Òàê êàê ôóíêöèè f(t) è ω(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå, òî âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ω′′ = (f ′ − bω′)/a ôóíêöèè ω(t), ïîëó÷åííàÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (5.6), áóäåò íåïðåðûâíîé. Îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.8) â ñëó÷àå λ1 6= λ2 èçâåñòíî è èìååò âèä

uîä = C1(ε)eλ1t + C2(ε)eλ2t.
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Çäåñü λ1 è λ2 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îíè ðàâíû

λ1 =
−a+

√
a2 − 4bε

2ε
, λ2 =

−a−
√
a2 − 4bε

2ε
.

Ïðè ε→ 0 ýòè ôîðìóëû äàþò

λ1 = − b
a

+O(ε), λ2 = −a
ε

+
b

a
+O(ε), (5.10)

λ2 − λ1 = −a
ε

+ 2
b

a
+O(ε).

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.8) íàéä¼ì ìåòîäîì âàðèàöèè
ïîñòîÿííûõ Ëàãðàíæà. Áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.8)
â âèäå

u(t; ε) = C1(t; ε)eλ1t + C1(t; ε)eλ2t. (5.11)

Çäåñü C1 è C2 � íåèçâåñòíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî t

ôóíêöèè. Èìååì èç (5.11)

du

dt
= λ1C1e

λ1t + λ2C2e
λ2t +

[
eλ1t

dC1

dt
+ eλ2t

dC2

dt

]
.

Âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ.
Äèôôåðåíöèðóÿ äàëåå ôóíêöèþ u(t; ε) âòîðîé ðàç è ïîäñòàâëÿÿ å¼
â óðàâíåíèå (5.1), äëÿ îïðåäåëåíèÿ C1(t; ε) è C2(t; ε) ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé 

eλ1t
dC1

dt
+ eλ2t

dC2

dt
= 0,

λ1e
λ1t

dC1

dt
+ λ2e

λ2t
dC2

dt
= −ω′′.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû � îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíäàìåíòàëü-
íîé ñèñòåìû ðåøåíèé ϕ1 = eλ1t è ϕ2 = eλ2t îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(5.8):

W
def
=

ϕ1(t) ϕ2(t)

ϕ′1(t) ϕ′2(t)
= (λ2 − λ1)e(λ2+λ1)t = (λ2 − λ1)e−

a
ε t 6= 0, ε→ 0.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì

dC1

dt
=

1

λ2 − λ1
e−λ1tω′′ ,

dC2

dt
= − 1

λ2 − λ1
e−λ2tω′′.
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Èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé äàåò

C1 = e−λ1αC0
1 +

∫ t

α

e−λ1t

λ2 − λ1
ω′′dt; C2 = e−λ2αC0

2 −
∫ t

α

e−λ2t

λ2 − λ1
ω′′dt.

Çäåñü C0
1 è C0

2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû â (5.11), ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå íåîä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.8):

u = C0
1e
λ1(t−α)+C0

2e
λ2(t−α)+eλ1t

∫ t

α

e−λ1t

λ2 − λ1
ω′′dt− eλ2t

∫ t

α

e−λ2t

λ2 − λ1
ω′′dt︸ ︷︷ ︸

K(t;ξ)

.

(5.12)
Îáîçíà÷èì äâà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëüíûõ ÷ëåíà â (5.12) ÷åðåç K(t; ε).
×òîáû íàéòè ïîñòîÿííûå C0

1 è C
0
2 , âîñïîëüçóåìñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(5.9). Èç (5.9) è (5.12) äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì ÑËÀÓ:
C0

1 + C0
2 = u(α; ε)(= xα − ω(α)),

eλ1(β−α)︸ ︷︷ ︸
O(1)

C0
1 + eλ2(β−α)︸ ︷︷ ︸

O(e−
a
ε )

C0
2 = K(β; ε)︸ ︷︷ ︸

O(ε)

.
(5.13)

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (5.13) ïðè ìàëûõ ε îòëè÷åí îò íóëÿ

∆ = eλ1(β−α)[1− e(λ2−λ1)(β−α)] 6= 0, ε→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (5.13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò.å. ÊÇ
(5.1), (5.2) ∧ (5.3) ðàçðåøèìà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

Îöåíèì èíòåãðàëüíûå ÷ëåíû â (5.12) ïðè ε→ 0. Èìååì

|I1| =
∣∣∣∣eλ1t

∫ t

α

e−λ1t

λ2 − λ1
ω′′dt

∣∣∣∣ ≤ max |ω′′|
|λ2 − λ1|

eλ1t

∣∣∣∣∣
[

1

λ1
e−λ1t

]t
α

∣∣∣∣∣ .
Èñïîëüçóÿ îöåíêè (5.10), ïîëó÷àåì ïðè ε→ 0:

|I1| ≤
max |ω′′|

| − b
a +O(ε)|| − a

ε + 2 ba +O(ε)|
max

∣∣∣1− e(− ba+O(ε))(t−α)
∣∣∣ = O(ε).

Äàëåå,

|I2| =
∣∣∣∣−eλ2t

∫ t

α

e−λ2t

λ2 − λ1
ω′′dt

∣∣∣∣ ≤ max |ω′′|
|λ2||λ2 − λ1|

max
∣∣∣1− eλ2(t−α)

∣∣∣ = O(ε2).

164



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Çíà÷èò,
|K(t; ε)| = |I1 + I2| =

ε→0
O(ε) äëÿ âñåõ t ∈ [α, β]. (5.14)

Îöåíèì òåïåðü C0
1 è C

0
2 , èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (5.13) è îöåíêó (5.14). Â ðå-

çóëüòàòå èìååì
C0

2 = u(α; ε) +O(ε), C0
1 = O(ε).

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ îöåíîê â ôîðìóëó (5.12) äàåò (5.7). Ïðè ýòîì
ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèåì∣∣∣eλ2(t−α) − e− aε (t−α)

∣∣∣ =
ε→0

O(ε), t ∈ [α;β].

�

5.3. Ïðèìåð ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïåðâîãî ðîäà

Ïðèìåð 5.3.1.Ðåøèìêðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþäîêàçàííîé òåîðåìû:

εx
′′

+ x
′
+ x = 1, x(0) = 0, x(1) = 1.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ε > 0, a > 0, òî ñîãëàñíî òåîðåìå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè ω(t) ñëóæèò çàäà÷à Êîøè:

ω′ + ω = 1, ω(1) = 1 −→ ω(t) = 1.

Çíà÷èò,
x(t; ε) = 1− e−tε +O(ε), t ∈ [0, 1], ε→ 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

lim
ε→+0
t=0

x(0; ε) = 0, lim
ε→+0
t>0

x(t; ε) = 1.

Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â ïðåäåëå ïðè ε→ +0 èçîáðàæåíî íèæå íà ðèñ. 5.1.

Ðåçþìå. Åñëè ε ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ â óðàâíåíèè (5.1), òî îíî
ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà (5.6), ðåøåíèå êîòîðîãî íå
ìîæåò îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðèòü äâóì êðàåâûì óñëîâèÿì (5.2) è
(5.3). Êàêîå èç ýòèõ äâóõ êðàåâûõ óñëîâèé äîëæíî áûòü îïóùåíî?

Ïðè ε > 0, a > 0 îïóñêàåòñÿ êðàåâîå óñëîâèå ñëåâà. Â îêðåñòíîñòè
òî÷êè t = α ðåøåíèå x(t; ε) ïðè ìàëûõ ε ìåíÿåòñÿ î÷åíü áûñòðî è âû-
õîäèò íà çàäàííîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå (5.2). Òàêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ
x(t; ε) ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðåäåëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ω(t). Ýòî îáëàñòü, øèðèíà êîòîðîé O(ε), íàçûâàåòñÿ ïîãðàíè÷íûì
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Ãëàâà 6

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

6.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû

Â ýòîé ãëàâå äàþòñÿ íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëà-
ñà. Ñ åãî ñâîéñòâàìè ìîæíî òàêæå îçíàêîìèòüñÿ â [8, 12].

Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(t) äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî t
íàçûâàåòñÿ îðèãèíàëîì åñëè:

1. f(t) îïðåäåëåíà ïðè t > 0,

2. f(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ïðè t > 0,

3. f(t) èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê ðîñòà, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîñòîÿííûåM, α ∈ R, ÷òî ïðè âñåõ t > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|f(t)| 6Meαt. (6.1)

×èñëî β = inf α íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ðîñòà.

Åñëè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîäîëæèòü îðèãèíàë ïðè t < 0, òî åãî
ïðåäïîëàãàþò ðàâíûì íóëþ f(t) = 0 äëÿ ëþáîãî t < 0.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü f(t) � îðèãèíàë è êîìïëåêñíûå ÷èñëà p óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì Re p > α. Òîãäà èíòåãðàë
∞∫
0

f(t)e−ptdt îïðåäåë¼í

â ïîëóïëîñêîñòè Re p > α.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞∫
0

e−ptf(t)dt. (6.2)
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Äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè cïðàâåäëèâà îöåíêà:∣∣f(t)e−pt
∣∣ ≤Meαte−Rep t = Me(α−Re p)t.

Îòñþäà èìååì∣∣∣∣∣∣
∞∫

0

f(t)e−ptdt

∣∣∣∣∣∣ 6
∞∫

0

Me−(Rep−α)tdt =
M

Re p− α
<∞.

Èç ñõîäèìîñòè ìàæîðèðóþùåãî èíòåãðàëà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòå-

ãðàëà
∞∫
0

e−ptf(t)dt. �

Ïóñòü f(t) îðèãèíàë.

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Ôóíêöèÿ F (p), îïðåäåë¼ííàÿ ïðè Re p > α ôîð-
ìóëîé

F (p) =

∞∫
0

f(t)e−ptdt, (6.3)

íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèåì ïî Ëàïëàñó îðèãèíàëà f(t). Çäåñü F (p) �
ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî p = σ + iτ .

Çàìå÷àíèå 6.1.1. Ìû îïðåäåëèëè ôóíêöèþ F (p) ôîðìóëîé (6.3) òîëü-
êî ïðè Re p > α. ♦

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò ôóíêöèþ f(t) â ñîîò-
âåòñòâèå ôóíêöèè F (p), íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà è îáî-
çíà÷àåòñÿ f(t)−→

L
F (p).

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü îðèãèíàë f(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìîé ôóíêöèåé è f(t)−→
L
F (p), Re p > α. Òîãäà äëÿ σ > α â ëþáîé

òî÷êå t > 0 íåïðåðûâíîñòè f(t) èìååò ìåñòî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ:

f(t) =
1

2π
lim
R→∞

R∫
−R

F (σ + iτ)e−(σ+iτ)tdτ. (6.4)

Ïðè t = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû ðàâíà 1
2f(0). Èíòåãðàë (6.4) áåð¼òñÿ

âäîëü ëþáîé ïðÿìîé Re p = σ > α.
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Ïðè ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåäêî ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ (6.4). Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ òàáëèöû îðèãè-
íàëîâ è èçîáðàæåíèé, â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ ëåæèò òåîðåìà,
ñôîðìóëèðîâàííàÿ íèæå.

Òåîðåìà 6.3. (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.) Ïóñòü f1(t) è f2(t) �

îðèãèíàëû è f1(t)−→
L
F1(p),Re p > α1; f2(t)−→

L
F2(p),Re p > α2. Ïóñòü

òàêæå F1(p) = F2(p) ïðè Re > α = max(α1, α2). Òîãäà ïðè t > 0 â

òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè f1(t) è f2(t) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f1(t) =

= f2(t).

Òàêèì îáðàçîì, îðèãèíàëû îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ñâîèìè èçîáðàæåíèÿìè ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà.
Òåîðåìû 6.2 è 6.3 äàþòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà.

6.2. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Â äàëüíåéøåì çíà÷åíèå Re p âñåãäà âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìåëî ñìûñë ïðè Re p > α, ãäå α � íåêîòîðîå
÷èñëî.

1. Ëèíåéíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ïóñòü f1(t)−→
L
F1(p), f2(t)−→

L
F2(p),Re p > α. Òîãäà äëÿ ëþáûõ

âåùåñòâåííûõ a, b èìååò ìåñòî

af1(t) + bf2−→
L
aF1(p) + bF2(p), Re p > α.

2. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

Ïóñòü f(t) � îðèãèíàë è èìååò ïðè t > 0 íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîä-
íóþ f ′(t), êîòîðóþ òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü îðèãèíàëîì ∗). Òîãäà,
åñëè f ′(t) = g(t), òî g(t)−→

L
G(p),Re p > α, ãäå

G(p) = pF (p)− f(0), Re p > α .

∗)Ïðîèçâîäíàÿ îðèãèíàëà íå âñåãäà îðèãèíàë. Ïðèìåð f(t) = sin et
2
, f ′(t) =

= cos et
2
2tet

2
. Íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê f(t) =

t∫
o
f ′(τ)dτ+

+f(0).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I

G(p) =

∞∫
0

f ′(t)e−ptdt = e−ptf(t)
∣∣∞
0

+p

∞∫
0

f(t)e−ptdt = pF (p)−f(0),

òàê êàê lim
t→∞

e−ptf(t) = 0. �

Ïóñòü f(t) � îðèãèíàë è èìååò íåïðåðûâíóþ n-þ ïðîèçâîäíóþ
f (n)(t), êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì. Îáîçíà÷èì f (n)(t) = g(t).
Åñëè g(t)−→

L
G(p), f(t)−→

L
F (p),Re p > α, òî

G(p) = pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− · · · − pfn−2(0)− fn(0). (6.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ôóíêöèè f(t), f ′(t), . . . , f (n−1)(t) � îðèãèíà-

ëû, òàê êàê fn−1(t) =
t∫
o

fn(τ)dτ + fn−1(0), à èíòåãðàë îò îðèãèíà-

ëà òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëîì (äîêàçàòü ñàìèì). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
f ′(t)−→

L
pF (p)−f(0). Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó è ìåòîä èàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó (6.5). Ïîñëåäíÿÿ ïîêàçûâàåò,
÷òî îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d

dt îòíîñèòåëüíî îðèãèíàëà ïåðå-
õîäèò â àëãåáðàè÷åñêóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ åãî èçîáðàæåíèÿ íà p.
�

6.3. Âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà,

åñëè f(t) êâàçèìíîãî÷ëåí

Íèæå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî îðèãèíàëû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü
èçîáðàæåíèå tkeλt−→

L

⊙
, ãäå λ-êîìïëåêñíîå ÷èñëî, α > Reλ. Íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî tkeλt ïðè Reλ < α � îðèãèíàë. Äåéñòâèòåëüíî, ϕ(t) =

= tke−αteλt = tke−(α−λ)t −→
t→∞

0. Èìååì

∞∫
0

tkeλte−ptdt =

∞∫
0

tke−(p−λ)tdt, Re p > α > Reλ. (6.6)
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Îáîçíà÷èì z = p−λ,Rez > 0. Òîãäà gk(z) =
∞∫
0

tke−ztdt, k = 0, 1, 2, . . .

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

g0(z) =

∞∫
0

e−ztdt =
1

z
,

gk(z) =

∞∫
0

tke−ztdt =
tke−zt

−z

∣∣∣∣∞
0

− k
∞∫

0

tk−1 e
−zt

−z
dt =

k

z
gk−1(z), k > 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî gk = k!
zk+1 , k = 0, 1, 2, . . . , è

tkeλt−→
L

k!

(p− λ)k+1
, k = 0, 1, . . . , Re (p− λ) > 0. (6.7)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (6.7), ïîëó÷èì ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ k. Äàëåå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ îáîçíà÷åíèå �, ñìûñë êîòîðîãî
â òîì, ÷òî îðèãèíàëó f(t) ñîïîñòàâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèå F (p), à èçîá-
ðàæåíèå F (p) èìååò ñâîèì îðèãèíàëîì f(t) (ñîãëàñíî òåîðåìàì 6.2 è
6.3).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé k = 0:

eλt �
1

p− λ
. (6.8)

1. Åñëè λ = iω, òî èç ôîðìóëû (6.8) ïîëó÷àåì

cosωt�
p

p2 + ω2
; sinωt�

ω

p2 + ω2
.

2. Åñëè λ = 0, òî èç (6.8) èìååì

1�
1

p
; (6.9)

Ïóñòü òåïåðü k 6= 0: 1. Åñëè λ = 0, k 6= 0, òî èç (6.8) íàõîäèì

tk �
k!

pk+1
. (6.10)

2. Åñëè λ 6= 0, k = 1, òî (6.8) äàåò

t cosωt�
p2 − ω2

(p2 + ω2)2
; t sinωt�

2pω

(p2 + ω2)2
. (6.11)
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Ïî íåîáõîäèìîñòè ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäîëæèòü äàëüøå. Èç
ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü f(t) � êâàçèìíîãî÷ëåí è f(t)�F (p). Òîãäà F (p)

� ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
Q(p)

P (p)
, ãäå Q è P � ìíîãî÷ëåíû.

6.4. Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ anx = q(t),

x(0) = c0, x
′(0) = c1, . . . , x

(n−1)(0) = cn−1
(6.12)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè x(t) è ôóíêöèÿ
q(t) � îðèãèíàëû, òîãäà

x(t)−→
L
X(p),

x′(t)−→
L
pX(p)− c0

...

x(n)(t)−→
L
pnX(p)− pn−1c0 − · · · − cn−1.

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (6.12):

[pnX(p)− c0pn−1 − · · · − cn−1] + a1

[
pn−1X(p)− c0pn−2 − · · · − cn−2

]
+ . . .

· · ·+ anX(p) = Q(p),[
pn + a1p

n−1 + · · ·+ an
]
X(p) = c0

[
pn−1 + a1p

n−2 + · · ·+ an−1

]
+ . . .

· · ·+ cn−1 +Q(p),

L(p)X(p) = F(p).

Îòñþäà â ðåçóëüòàòå îïåðàòîðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (6.12)
èìååì: X(p) = F(p)

L(p) . Ïðèìåíÿÿ òåïåðü íàéäåííûå âûøå ôîðìóëû îá-
ðàùåíèÿ, íàõîäèì x(t).

Ïðèìåð 6.4.1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:

x′′ + x′ = t, x(0) = 1, x′(0) = 0.
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Ðåøåíèå:

p2X(p)− px(0)− x′(0) + pX(p)− x(0) =
1

p2
.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì

X(p) =

1

p2
+ p+ 1

p2 + p
=

1

p3
− 1

p2
+

2

p
− 1

p+ 1
.

Èç (6.8), (6.9), (6.10) èìååì

x(t) =
1

2
t2 + t+ 2− e−t.♦
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Ãëàâà 7

Ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

7.1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü N � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé y.

Îïðåäåëåíèå 7.1.1. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó y ∈ N ïîñòàâëåíî â

ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå

N çàäàí ôóíêöèîíàë J (y).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèîíàëîì J (y) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

J : N −→ R. Ìíîæåñòâî N íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèîíàëà.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâîé çàäà÷åé, ïîðîäèâøåé íîâîå íàïðàâëåíèå â ìà-
òåìàòèêå � âàðèàöèîíîå èñ÷èñëåíèå, áûëà çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå.
Îíà áûëà âïåðâûå ïîñòàâëåíà è ðåøåíà Èîãàíîì Áåðíóëëè â 1696 ã.
Òðåáîâàëîñü íàéòè òàêóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ äâå òî÷êè A(0, 0) è
B(b, y2), âäîëü êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñêàòûâàëàñü áû çà ìèíè-
ìàëüíîå âðåìÿ:

T (y) =
1√
2g

b∫
0

√
1 + y′2

y
dt (g − óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ).

Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàëîñü íàéòè ôóíêöèþ y = y(t), óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ êðàåâûì óñëîâèÿì y(0) = 0, y(b) = y2, íà êîòîðîé ôóíêöèîíàë
T (y) äîñòèãàë áû ìèíèìóìà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðèâàÿ, íà êîòîðîé
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà, ÿâëÿåòñÿ öèêëîèäîé.

Èçó÷åíèå âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ íà÷í¼ì ñ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ
ôóíêöèîíàëà, êîòîðûé ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå è çàäàåòñÿ èí-
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òåãðàëîì

J (y) =

b∫
a

f (t, y(t), y′(t)) dt. (7.1)

Ôóíêöèÿ f(t, y, y′) â í¼ì ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé. Íèæå íà íåå
áóäóò íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ôóíêöèîíàë (7.1), êàê ïðà-
âèëî, îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå N ⊆ C1 ([a, b]).

Ðåøåíèå çàäà÷ íà îòûñêàíèå ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèî-
íàëîâ ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ íîâîãî íàïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå � âàðèà-
öèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñðåäè êîòîðûõ èùóòñÿ òå, íà êîòîðûõ ôóíê-
öèîíàë äîñòèãàåò ñâîè ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ, îáîçíà÷èì D(⊆ N).
Ôóíêöèè y ∈ D íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè.
Îäíàêî íå âñåãäà âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë J (y) =
1∫
0

√
1 + y′2dt ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

N =
{
y
∣∣y ∈ C1 ([0; 1])

}
è êðàåâûìè óñëîâèÿìè y(0) = 0, y′(1) = 1. Ñëå-

äîâàòåëüíî,

D =
{
y
∣∣ y ∈ C1 ([0; 1]) , y(0) = 0, y′(1) = 1

}
.

Ñðåäè ôóíêöèé y(t) ∈ D òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ, íà êîòîðîé ôóíê-
öèîíàë J (y) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî y(t) ∈ D ôóíêöèîíàë J (y) > 1 è J (y) íå äîñòèãàåò ñâîåãî
ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.1.2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèîíàë J (y) äîñòèãàåò íà
ôóíêöèè y0(t) ∈ D àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà), åñëè äëÿ ëþ-
áîãî y(t) ∈ D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî J (y) > J (y0) (J (y) 6 J (y0)) .

Îïðåäåëåíèå 7.1.3. Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ h(t) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòè-
ìûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè y(t) ∈ D, åñëè y(t) + h(t) ∈ D.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðèðàùåíèé ôóíêöèè y(t) îáîçíà÷èì Hy:

Hy =
{
h
∣∣h ∈ C1 ([a, b]) , y + h ∈ D, h(a) = h(b) = 0

}
.

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Hy: Hy íå ïóñòî, è
âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì h ∈ Hy åìó ïðèíàäëåæèò ýëåìåíò θh(t),
ãäå |θ| 6 1. Åñëè Hy � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî îñíîâíîå ïðåäïîëî-
æåíèå âûïîëíÿòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
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Îïðåäåëåíèå 7.1.4. Ïóñòü y0(t) ∈ D è äëÿ ëþáîãî h(t) ∈ Hy0 ôóíê-
öèÿ J (y0 + θh) ïåðåìåííîãî θ äèôôåðåíöèðóåìà ïðè θ = 0. Òîãäà
ïðîèçâîäíàÿ d

dθJ (y0 + θh)
∣∣
θ=0

íàçûâàåòñÿ ïåðâîé âàðèàöèåé ôóíêöè-
îíàëà J (y) íà ôóíêöèè y0(t) è îáîçíà÷àåòñÿ δJ (y0, h).

Ñ äðóãèì ïîäõîäîì ê èçëîæåíèþ ìàòåðèàëà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ
â [12].

7.2. Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

J (y) =

b∫
a

f(t, y, y′)dt (7.2)

íà ìíîæåñòâå N =
{
y
∣∣∣y ∈ C1 ([a, b])

}
. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(t, y, y′) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [a, b] × R × R è ÿâëÿåòñÿ äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà í¼ì ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì, à
ôóíêöèè y(t) óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì

y(a) = y1, y(b) = y2. (7.3)

Ìíîæåñòâa äîïóñòèìûõ ôóíêöèé D è äîïóñòèìûõ ïðèðàùåíèé Hy
èìåþò âèä

D =
{
y
∣∣∣y ∈ C1 ([a, b]) , y(a) = y1, y(b) = y2

}
,

Hy =
{
h
∣∣∣h ∈ C1 ([a, b]) , h(a) = h(b) = 0

}
.

Ìíîæåñòâî Hy â ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ îáî-
çíà÷àåòñÿ C̊1([a, b]).
Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå ôóíêöèè y0(t) ∈ D, íà êîòîðûõ ôóíêöèîíàë
J (y) äîñòèãàåò ñâîèõ ìèíèìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèé.
Ïóñòü ε > 0, y0(t) ∈ C1 ([a, b]).

Îïðåäåëåíèå 7.2.1. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé y(t) ∈ C1 ([a, b]) òàêèõ, ÷òî

‖y − y0‖C1([a,b]) = max
t∈[a,b]

|y − y0|+ max
t∈[a,b]

|y′ − y′0| < ε,

íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ε � îêðåñòíîñòüþ ôóíêöèè y0(t).
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Ïóñòü òåïåðü y, y0 ∈ D. ×åðåç Uε(y0) îáîçíà÷èì ñëàáóþ ε � îêðåñò-
íîñòü ôóíêöèè y0(t) â D:

Uε(y0) =
{
y| y ∈ D, ‖y − y0‖C1([a,b]) < ε

}
. (7.4)

Îïðåäåëåíèå 7.2.2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèîíàë J (y) äîñòèãàåò
ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) íà ôóíêöèè y0(t) ∈ D ,
åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî y(t) ∈ Uε(y0) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî J (y) ≥ J (y0) (J (y) ≤ J (y0)).

Ïóñòü íà y0(t) ∈ D ôóíêöèîíàë J (y) äîñòèãàåò ñëàáûé ëîêàëüíûé
ìèíèìóì.

Òåîðåìà 7.1. Åñëè ôóíêöèîíàë

J (y) =

b∫
a

f(t, y, y′)dt

äîñòèãàåò ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) íà ôóíêöèè

y0(t) ∈ D, òî δJ (y0, h) = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ C̊1([a, b]).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Åñëè h = 0, t ∈ [a, b], òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé h 6≡ 0. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñó-
ùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî J (y) > J (y0) äëÿ ëþáîãî y(t) ∈ Uε (y0). Òàê
êàê h(t) 6≡ 0, òî ‖h‖C1([a,b]) > 0. Äëÿ âñåõ θ òàêèõ, ÷òî |θ| < ε

‖h‖C1([a,b])
,

ôóíêöèè y(t) = y0(t) + θ h(t) ∈ Uε (y0). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ íîðìû èìååì

max
t∈[a,b]

|y − y0|+ max
t∈[a,b]

|y′ − y′0| = |θ| max
t∈[a,b]

|h|+ |θ| max
t∈[a,b]

|h′| =

= |θ|‖h‖C1([a,b]) < ε.

Îáîçíà÷èì J (y0 + θh) = Φ(θ). Ïðè θ = 0 ôóíêöèÿ Φ(θ) äîñòè-
ãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ïðè óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ôóíêöèþ
f(t, y, y′), ôóíêöèÿ Φ(θ) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå θ = 0. Èç òåîðåìû
Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî dΦ

dθ

∣∣
θ=0

= 0. Çíà÷èò, d
dθJ (y0 + θh)

∣∣
θ=0

= 0 äëÿ ëþ-

áîãî h ∈ C̊1([a, b]). Åñëè íà ôóíêöèè y0(t) ôóíêöèîíàë (7.2) äîñòèãàåò
ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, òî äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëî-
ãè÷íî. �
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Âû÷èñëèì òåïåðü Φ′(0):

d

dθ


b∫
a

f(t, y0 + θh, y′0 + θh′)dt


∣∣∣∣∣∣
θ=0

=

b∫
a

[
fyh+ f ′yh

′]dt.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) ∈ C([a, b]). Åñëè äëÿ ëþáîé íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè h(t), t ∈ [a, b], ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

b∫
a

h(t)ψ(t)dt = 0,

òî ψ(t) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(t) 6≡ 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå t0 ∈ (a, b), ÷òî
ψ(t0) 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ(t0) > 0. Ðàññìîòðèì δ � îêðåñòíîñòü
òî÷êè t0 ((t0 − δ, t0 + δ) ∈ (a, b)), â êîòîðîé ψ(t) > 1

2ψ(t0). Âîçüìåì
ôóíêöèþ h(t) òàêîé, ÷òî h(t) > 0, t ∈ (t0 − δ, t0 + δ) è h(t) = 0 âíå
èíòåðâàëà (t0 − δ, t0 + δ). Â êà÷åñòâå h(t) ìîæíî âçÿòü

h(t) =


0, t ∈ [a, t0 − δ],
(t− t0 + δ)m(t0 + δ − t)m, t ∈ [t0 − δ, t0 + δ],m > 0, δ > 0,

0, t ∈ [t0 + δ, b].

(7.5)
Âåëè÷èíà δ âûáèðàåòñÿ òàêîé, ÷òî t0 − δ > a, t0 + δ < b.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íàìè ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ (7.5) àâòîìàòè-
÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ h(a) = h(b) = 0. Îòñþäà èìååì

b∫
a

ψ(t)h(t)dt =

t0+δ∫
t0−δ

ψ(t)h(t)dt >
ψ(t0)

2

t0+δ∫
t0−δ

h(t)dt > 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ñëåäñòâèå 7.1.1. Ðåçóëüòàòû ëåììû 7.1 îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâû-

ìè, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû h ∈ C̊1([a, b]).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü m > 2 (m > 1) â ôîðìóëå (7.5).
Ëåììà 7.1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè ïîòðåáîâàòü òàêæå

h(a) = h(b) = · · · = h(l)(a) = h(l)(b) = 0, l 6 k − 1.
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Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü â (7.5) m = k + 1 (m > k).

Çàìå÷àíèå 7.2.1. Ïóñòü y0 ∈ D è D ⊆ C1([a, b]). Åñëè δJ (y0, h)

îïðåäåëåíà íà y0(t) è δJ (y0, h) = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ C̊1([a, b]), òî y0(t)

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà J (y) íà ìíîæåñòâåD.♦

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü ôóíêöèîíàë J (y) äîñòèãàåò ñëàáîãî ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà íà ôóíêöèè y0 ∈ D. Åñëè y0(t) ∈ C2([a, b]), òî ôóíêöèÿ

y0(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà:

fy −
d

dt
fy′ = 0. (7.6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I

0 =

b∫
a

[fyh+ fy′h
′] dt = fy′h|ab

=0

+

b∫
a

[
fy′h−

d

dt
(fy′)h

]
dt =

=

b∫
a

[
fy −

(
d

dt
fy′

)]
hdt äëÿ ëþáîãî h ∈

o

C1 ([a, b]).

Îáîçíà÷èì ψ(t) = fy− d
dtfy′ . Ôóíêöèÿ ψ(t) íåïðåðûâíàÿ. Èç ñëåäñòâèÿ

ê ëåììå 7.1 ñëåäóåò, ÷òî ψ(t) ≡ 0, t ∈ [a, b]. Îòñþäà ïîëó÷àåì (7.6).
Â óðàâíåíèè Ýéëåðà (7.6) d

dt � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ïîýòîìó å¼ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

d

dt
fy′ =

∂2f

∂t∂y′
+

∂2f

∂y∂y′
y′ +

∂2f

∂y′∂y′
y′′. (7.7)

�
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (7.6): 1. f(t, y, y′) ≡

f(t, y′) =⇒
d

dt
(fy′(t, y

′)) = 0 =⇒ fy′(t, y
′) = const.

2. f(t, y, y′) ≡ f(y, y′) =⇒ óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðèíèìàåò âèä

fy − fyy′y′ − fy′y′y′′ = 0.

Ïîëîæèì y′ = p(y), y′′ = p(y)p′(y), òîãäà fy − fypp− fpppp′ = 0.
Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

d [f(y, p)− pfp(y, p)] = 0 =⇒ f(y, p)− pfp(y, p) = const.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ f â ôóíêöèîíàëå (7.2) íå çàâèñèò
ÿâíî îò ïåðåìåííîé t, òî óðàâíåíèå (7.6) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Åãî ðå-
øåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâóì êðàåâûì óñëîâèÿì (7.3).

Îïðåäåëåíèå 7.2.3. Êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (7.6), íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ. Åñëè
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (7.3), òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé

ýêñòðåìàëüþ.

Ïóñòü ôóíêöèîíàë J (y) íà ôóíêöèè y0(t) ∈ D äîñòèãàåò ñëàáî-
ãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Òîãäà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (t0, y0(t0)),

t0 ∈ (a, b), â êîòîðîé fy′y′ 6= 0, ôóíêöèÿ y0(t) èìååò íåïðåðûâíóþ âòî-
ðóþ ïðîèçâîäíóþ. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû Äþáóà-Ðåéìîíà.

Ëåììà 7.2. (Äþáóà-Ðåéìîíà.) Åñëè ôóíêöèè ϕ(t), ψ(t) ∈ C([a, b])

è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h(t) ∈ C̊1[a, b] èíòåãðàë

b∫
a

[ψ(t)h(t) + ϕ(t)h′(t)] dt = 0, (7.8)

òî ôóíêöèÿ ϕ � äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [a, b] è dϕ
dt = ψ(t) äëÿ ëþáîãî

t ∈ [a, b].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïîëîæèì A(t) =
t∫
a

ψ(τ)dτ . Òîãäà èç ðà-

âåíñòâà (7.8) áóäåì èìåòü

b∫
a

[ψ(t)h+ ϕ(t)h′] dt = A(t)h|ba +

b∫
a

[−A(t) + ϕ(t)]h′dt =

=

b∫
a

[−A(t) + ϕ(t)− c]h′dt = 0,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âûáåðåì c = c0 òàêîé, ÷òîáû ñëå-

äóþùåå âûðàæåíèå îáðàòèëîñü â íîëü:
b∫
a

[−A(t) + ϕ(t)− c0] dt = 0, è
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âîçüì¼ì

h(t) =

t∫
a

[−A(t) + ϕ− c0] dt, h(t) ∈ C̊
1
[a, b].

Òîãäà

b∫
a

[−A(t) + ϕ(t)− c0]
2

dt = 0 =⇒

ϕ(t) =

t∫
a

ψ(τ)dτ + c0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b] =⇒ dϕ(t)

dt
= ψ(t).

Ïîëîæèâ ψ(t) = fy, ϕ(t) = fy′ , ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.6).
Ïîä÷åðêí¼ì,÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ϕ(t) çàðàíåå íå ïðåä-
ïîëàãàëàñü. �

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèîíàë íà ôóíêöèè y(t) ∈ C1([a, b]) äî-
ñòèãàåò ýêñòðåìóìà è fy′y′ 6= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b], òî y(t) ∈ C2([a, b])

è óðàâíåíèå Ýéëåðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå y′′ = Φ(t, y, y′).
Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè ôóíêöèîíàë J (y), îïðåäåë¼ííûé íà ìíî-

æåñòâå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû ñ÷èòàëè ýëåìåíòà-
ìè ïðîñòðàíñòâà C1. Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèîíàë J (y), îïðåäå-
ëÿÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C. Âîçüì¼ì
y0(t) ∈ C([a, b]). Ìíîæåñòâî ôóíêöèé y(t) ∈ C ([a, b]) òàêèõ, ÷òî

‖y − y0‖C([a,b]) = max
t∈[a,b]

|y − y0| < ε,

íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé ε-îêðåñòíîñòüþ ôóíêöèè y0(t). Ïóñòü òåïåðü y,

y0 ∈ D. ×åðåç Vε(y0) îáîçíà÷èì ñèëüíóþ ε-îêðåñòíîñòü ôóíêöèè y0(t)

â D:
Vε(y0) =

{
y| y ∈ D, ‖y − y0‖C([a,b]) < ε

}
. (7.9)

Îïðåäåëåíèå 7.2.4. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèîíàë J (y) äîñòèãàåò
ñèëüíîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) íà ôóíêöèè y0(t) ∈ D,
åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî y(t) ∈ Vε(y0) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî J (y) > J (y0) (J (y) 6 J (y0)).

Âñÿêèé àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñèëüíûì ëîêàëü-
íûì ýêñòðåìóìîì è ñëàáûì ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì. Ñèëüíûé ëî-
êàëüíûé ýêñòðåìóì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñëàáûì ëîêàëüíûì ýêñòðåìó-
ìîì. Åñëè J(y0) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà äëÿ
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ôóíêöèé y(t) òàêèõ, ÷òî ‖y(t) − y0(t)‖C([a,b]) < ε, òî J(y0) òåì áîëåå
áóäåò ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèåì äëÿ òåõ y(t), äëÿ êîòîðûõ ‖y(t)−
−y0(t)‖C1([a,b]) < ε. Îáðàòíîå, êàê ïîêàçûâàåò ðàçîáðàííûé íèæå ïðè-
ìåð, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ïðèìåð 7.2.1. Ðåøèòü ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-
íèÿ:

J (y) =

π∫
0

y2(1− y′2)dt, y(0) = y(π) = 0.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå Ýéëåðà è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò ñëåäóþ-
ùèìè:

y(1 + y′2 + yy′′) = 0, y(0) = y(π) = 0. (7.10)

Ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (7.10) áóäåò ôóíêöèÿ y0(t) ≡ 0, t ∈ [0, π].
Çàäàäèì ïðèðàùåíèå ê y0 = 0. Òîãäà y = h è ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà
èìååò âèä

∆J = J (h)− J (0)
=0

=

π∫
0

h2(1− h′2)dt.

Ðàññìîòðèì ñëàáóþ ε-îêðåñòíîñòü ôóíêöèè y0 : max
t∈[a,b]

|h|+ max
t∈[a,b]

|h′| <

< ε.Ìû âèäèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ max
t∈[a,b]

|h′| âåëè÷è-

íà ∆J > 0. Òàêèì îáðàçîì, íà y0 ≡ 0 äîñòèãàåòñÿ ñëàáûé ëîêàëüíûé
ìèíèìóì, îäíàêî ñèëüíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì íà y0 = 0 íå äîñòèãàåò-
ñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì h = 1√

n
sinnt. Âåëè÷èíó max

t∈[a,b]
|h| âûáîðîì

n ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Ïîäñòàâëÿÿ h â J (h), ïîëó÷èì

J (h) =
π

2n
− π

8
è ïðè n > 4 ïðèðàùåíèå ∆J 6 0.♦

7.3. Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è

7.3.1. Ôóíêöèîíàëû, ñîäåðæàùèå âåêòîð-ôóíêöèþ

Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

J (~y) = J (y1, . . . , yn), f(t, ~y, ~y′) = f(t, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n).

182



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

J (~y) =

b∫
a

f(t, ~y, ~y′)dt, (7.11)

â êîòîðîì ôóíêöèÿ f(t, ~y, ~y′) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [a, b]× Rn ×
× Rn è íåïðåðûâíà íà íåì âìåñòå ñî ñâîèìè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ~y(t) óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

~y(a) = ~A, ~y(b) = ~B, (7.12)

ãäå ~À, ~B � çàäàííûå âåêòîðû. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèé è ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ ïðèðàùåíèé èìåþò âèä

D =
{
~y(t)

∣∣∣ ~y ∈ C1([a, b]), ~y(a) = ~A, ~y(b) = ~B
}
,

H~y ≡ C̊
1
([a, b]) =

{
~h
∣∣∣ ~h ∈ C1([a, b]), ~h(a) = ~h(b) = ~0

}
.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ~y(t), íà êîòîðîé ôóíêöèîíàë
J (~y) äîñòèãàåò ñâîåãî ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Çàäà÷à (7.11), (7.12)

íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñ çàêðåïë¼ííûìè êîíöàìè.

Ëåììà 7.3. Ïóñòü ~ψ(t) ∈ C1([a, b]) è äëÿ ëþáîé ~h ∈ C̊
1
([a, b]) âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî
b∫
a

(
~ψ(t),~h(t)

)
dt = 0.

Òîãäà ~ψ(t) ≡ ~0, t ∈ [a, b].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Âîçüì¼ì âåêòîð-ôóíêöèþ ~h(t) ñëåäóþ-
ùåé

~h(t) =



0
...
0

hj(t)

0
...
0


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Çäåñü hj(t) - ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ (7.5) ñ m = 2. Èç ñëåäñòâèÿ ê ëåììå 7.1
íàõîäèì ψj(t) ≡ 0. Ìåíÿÿ j îò 1 äî n, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
�

Îïðåäåëåíèå 7.3.1. Ïóñòü ε > 0 è ~y0(t) ∈ C1([a, b]). Ìíîæåñòâî
ôóíêöèé ~y(t) ∈ C1([a, b]) òàêèõ, ÷òî ‖ y − y0 ‖C1([a,b])= max

t∈[a,b]
|~y − ~y0|+

+ max
t∈[a,b]

|~y′− ~y′0| < ε, íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ε-îêðåñòíîñòüþ ôóíêöèè ~y0(t).

Çäåñü |~y| =
√

n∑
i=1

y2
i .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ~y(t), ~y0(t) ∈ D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Uε(y0) ñëà-
áóþ ε-îêðåñòíîñòü ôóíêöèè ~y0(t) â D:

Uε(~y0) =
{
~y ∈ D, ‖ y − y0 ‖C1([a,b])< ε

}
.

Îïðåäåëåíèå 7.3.2. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèîíàë J (~y) äîñòèãàåò
íà äîïóñòèìîé ôóíêöèè ~y0(t) ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ~y(t) ∈ Uε(~y) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî J (~y) > J (~y0).

Âîçüì¼ì ~h(t) ∈ C̊1([a, b]) è îïðåäåëèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî ôóíêöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ~y = ~y0 +θ~h, ~y ∈ D, θ ∈ R. Îòìåòèì,
÷òî çäåñü ôóíêöèè ~y0 è ~h ôèêñèðîâàííûå.

Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü ôóíêöèîíàë (7.10) äîñòèãàåò ñëàáîãî ëîêàëü-

íîãî ìèíèìóìà íà ôóíêöèè ~y0(t) ∈ D . Òîãäà δJ (~y0,~h) = 0 äëÿ ëþáîãî
~h ∈ C̊1([a, b]). Åñëè ~y0(t) ∈ C2([a, b]), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ Ýéëåðà:

f~y −
d

dt
f~y′ = ~0. (7.13)

Âåêòîðíîå óðàâíåíèå (7.13) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç n óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà. Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

f~y =
∂f

∂~y
= colon

(
∂f

∂y1
, . . . ,

∂f

∂yn

)
, f~y′ =

∂f

∂~y′
= colon

(
∂f

∂y′1
, . . . ,

∂f

∂y′n

)
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïóñòü ~y0 ∈ D äà¼ò ñëàáûé ëîêàëüíûé

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (7.11). Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ~y(t) ∈ Uε(~y0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî J (~y) > J (~y0). Åñëè
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|θ| < ε

‖~h‖C1([a,b])

,~h 6≡ ~0, òî íîðìà ‖~y − ~y0‖C1([a,b]) = |θ|‖~h‖C1([a,b]) < ε

è ~y(t) ∈ Uε(~y0). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ(θ) = J (~y0 + θ~h). Èç óñëî-
âèé, íàëîæåííûõ íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ f(t, ~y, ~y′), ñëåäóåò, ÷òî Φ(θ)

äèôôåðåíöèðóåìà ïðè θ = 0. Òàê êàê ïðè θ = 0 ôóíêöèÿ Φ(θ) äî-
ñòèãàåò ìèíèìóìà, òî ïî òåîðåìå Ôåðìà Φ′(0) = 0. Â ðåçóëüòàòå äëÿ
ïðîèçâîäíîé Φ′(0) èìååì

0 = Φ′(0) =
d

dθ

b∫
a

f(t, ~y0 + θ~h, ~y′ + θ~h′)dt

∣∣∣∣∣∣
θ=0

=

=

b∫
a

[
(f~y,~h) + (f~y′ ,~h

′)
]

dt =
(
f~y,~h

)∣∣∣b
a

+

b∫
a

(
f~y −

d

dt
f~y′ ,~h

)
dt. (7.14)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.14) ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òàê êàê
~h(a) = ~h(b) = ~0. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì, ñäåëàííûì âûøå, ôóíê-
öèÿ f~y − d

dtf~y′ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ïîýòîìó èç ëåììû 7.3 ñëåäóåò
óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.13). �

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìû èìååì n óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà è 2n êðàåâûõ óñëîâèé (7.12).

Êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàôèêîì ðåøåíèÿ âåê-
òîðíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (7.13), íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ. Èíòåãðàëü-
íàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ, íàçûâàåòñÿ äî-

ïóñòèìîé ýêñòðåìàëüþ.

7.3.2. Ôóíêöèîíàëû, çàâèñÿùèå îò ïðîèçâîäíûõ

âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

J (y) =

b∫
a

f(t, y, y′, y′′, . . . , y(k))dt. (7.15)

Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ f(t, z, z1, . . . , zk) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [a, b]×
×Rk+1 è k+ 1 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî âñåì ñâîèì ïåðå-
ìåííûì.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèîíàëà (7.15)
ñðåäè ôóíêöèé y(t) ∈ Ck([a, b]), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì
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óñëîâèÿì:{
y(a) = A0; y′(a) = A1; . . . y(k−1)(a) = Ak−1,

y(b) = B0; y′(b) = b1; . . . y(k−1)(b) = Bk−1.
(7.16)

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèé:

D =

{
y

∣∣∣∣y ∈ Ck([a, b]),

[
y(a) = A0; . . . y(k−1)(a) = Ak−1,

y(b) = B0; . . . y(k−1)(b) = Bk−1.

]}
Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðèðàùåíèé:

Hy = C̊k([a, b]) =

{
h

∣∣∣∣h ∈ Ck([a, b]),

[
h(a) = · · · = h(k−1)(a) = 0,

h(b) = · · · = h(k−1)(b) = 0.

]}
ßñíî, ÷òî y + h ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 7.3.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë J (y) (7.15) äî-
ñòèãàåò íà ôóíêöèè y0(t) ∈ D ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîé ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(t) ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ

‖y − y0‖Ck([a,b]) = max
t∈[a,b]

|y(t)− y0(t)|+ · · ·+ max
t∈[a,b]

∣∣∣y(k)(t)− y(k)
0 (t)

∣∣∣ < ε,

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî J (y) > J (y0).

Ïóñòü y(t), y0(t) ∈ D. Îáîçíà÷èì ε-îêðåñòíîñòü ôóíêöèè y0(t) â D
÷åðåç Uε(y0):

Uε(y0) =
{
y
∣∣∣y ∈ D, ‖ y − y0 ‖Ck([a,b])< ε

}
.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé: y = y0 + θh,

h ∈ C̊k([a, b]), y(t), y0(t) ∈ D. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ôóíêöèè y0(t) è h(t)

ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè.

Òåîðåìà 7.4. Åñëè ôóíêöèîíàë J (y) (7.15) äîñòèãàåò íà ôóíêöèè

y0(t) ∈ D ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà

δJ (y0, h) = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ C̊k([a, b]). Åñëè êðîìå òîãî y0(t) ∈
∈ C 2k([a, b]), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà:

L(y0) = fy −
d

dt
fy′ +

d2

dt2
fy′′ + · · ·+ (−1)k

dk

dtk
fy(k) = 0. (7.17)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y0 ∈ D äà¼ò ëîêàëü-
íûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J (y) (7.15). Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáûõ ~y(t) ∈ Uε(~y0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî J (~y) > J (~y0).

Åñëè |θ| < ε

‖ ~h ‖Ck([a,b])

,~h 6≡ ~0, òî íîðìà ‖ ~y − ~y0 ‖Ck([a,b])< ε. Ñîãëàñ-

íî ñäåëàííûì âûøå ïðåäïîëîæåíèÿì îòíîñèòåëüíî îñíîâíîé ôóíêöèè
f(t, y, y′, y′′, . . . , y(k)) ïðîèçâîäíàÿ Φ′(0) ñóùåñòâóåò è ðàâíà

Φ′(0) = δJ (y0, h) =
d

dθ

b∫
a

f(t, ~y0 + θ~h, ~y′ + θ~h′, . . . , ~y0
(k) + θ~h(k))dt

∣∣∣∣∣∣
θ=0

=

=

b∫
a

(
fyh+ fy′h

′ + fy′′h
′′ + · · ·+ fy(k)h

(k)
)

dt.

Òàê êàê ôóíêöèÿ Φ(θ) ïðè θ = 0 ïðèíèìàåò ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà-
÷åíèå, òî ïî òåîðåìå Ôåðìà Φ′(0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
h ∈ C̊k([a, b]) ïîëó÷àåì

δJ (y0, h) =

b∫
a

(
fyh+ fy′h

′ + fy′′h
′′ + · · ·+ fy(k)h

(k)
)

dt = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

b∫
a

L(y0)hdt+ [fy′h|ba + fy′′h
′|ba −

d

dt
fy′′h

∣∣∣∣b
a

+ . . . ] = 0 (7.18)

äëÿ ëþáîãî h ∈ C̊k([a, b]).

Ïðîèçâîäíàÿ íàèáîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè h â (7.18) ñîäåð-

æèòñÿ â ÷ëåíå
[
fy(k)h

(k−1)
]b
a
, ïîýòîìó âñå ÷ëåíû, ñòîÿùèå â êâàäðàòíûõ

ñêîáêàõ, îáðàùàþòñÿ â 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
b∫
a

L(y0)hdt = 0

äëÿ ëþáîãî h ∈ C̊k([a, b]).
Òàê êàê ôóíêöèÿ L(y0) íåïðåðûâíàÿ, òî èç ñëåäñòâèÿ ê îñíîâíîé

ëåììå 7.1 áóäåì èìåòü L(y0) = 0, t ∈ [a, b].
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2k-ãî ïîðÿäêà (7.17). Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ y0(t) ìû èìååì 2k êðàåâûõ óñëîâèé (7.16). �
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Êàæäàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ óðàâ-
íåíèÿ Ýéëåðà (7.17), íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüþ, à èíòåãðàëüíàÿ êðè-
âàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ, � äîïóñòèìîé ýêñòðå-

ìàëüþ.

7.3.3. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè

Òðåáóåòñÿ íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà

J (y) =

b∫
a

f(t, y, y′)dt (7.19)

ïðè óñëîâèè
y(a) = y1.

Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ f(t, y, y′) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [a, b]×R×R
è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî âñåì ñâîèì ïåðåìåííûì.
Ñðåäè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ êðèâûõ (îïèñûâàåìûõ ôóíê-
öèÿìè y = y(t), t ∈ [a, b]), âûõîäÿùèõ èç òî÷êè (a, y1) è äîñòèãàþùèõ
ïðÿìîé t = b, íàéòè òàêèå, íà êîòîðûõ áû ôóíêöèîíàë äîñòèãàë ýêñ-
òðåìóìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

N∗ =
{
y
∣∣∣y ∈ C1([a, b])

}
,

D∗ =
{
y
∣∣∣ y ∈ C1([a, b]), y(a) = y1

}
,

H∗y =
{
h
∣∣∣ h ∈ C1([a, b]), h(a) = 0, y + h ∈ D∗

}
ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà, äîïóñòèìûõ ôóíêöèé è äîïó-
ñòèìûõ ïðèðàùåíèé ñîîòâåòñòâåííî. Âîçüì¼ì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ôóíêöèé y = y0 + θh, y0 ∈ D∗, h ∈ H∗y0 .

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü ôóíêöèîíàë J (y) (7.19) äîñòèãàåò íà ôóíêöèè

y0 ∈ D∗ ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Òîãäà δJ (y0, h) = 0 äëÿ ëþ-

áîãî h ∈ H∗y0 . Åñëè y0 ∈ C2([a, b]), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Ýéëåðà:

fy −
d

dt
fy′ = 0 (7.20)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

y(a) = y1, fy′
∣∣∣
t=b

= 0. (7.21)
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Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (7.21) íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïóñòü y0(t) ∈ D∗ äàåò ñëàáûé ëîêàëüíûé
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó J (y) (7.19). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

y(t) ∈ U∗ε (y0) =
{
y
∣∣∣y ∈ D∗, ‖ y − y0 ‖C1([a,b])< ε

}
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

J (y) > J (y0). (7.22)

Ôóíêöèÿ y0(t) ïðèíèìàåò íà êîíöàõ îòðåçêà [a, b] çíà÷åíèÿ

y0(a) = y1, y0(b) = y2. (7.23)

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (7.22) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y(t) ∈
∈ D∗, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (7.23). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ y0(t)

òàêæå äàåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å ñ çàêðåïë¼ííûìè
êîíöàìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ y0(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ Ýéëåðà (7.20).

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ âàðèàöèþ Φ′(0) = 0 =
b∫
a

(fyh+ fy′h
′) dt. Îò-

ñþäà ïîëó÷àåì

0 =

b∫
a

(fyh+ fy′h
′) dt = fy′h

∣∣∣b
a

+

b∫
a

(
fy −

d

dt
fy′

)
=0

hdt = fy′h
∣∣∣
b
.

Òàê êàê âåëè÷èíà h(b) â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíà íóëþ, òî fy′
∣∣∣
t=b

= 0.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíêöèè y0(t) ìû èìååì óðàâíåíèå Ýéëåðà (7.20) è

äâà êðàåâûõ óñëîâèÿ (7.21): y(a) = y1, fy′
∣∣∣
t=b

= 0. �

7.4. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì

7.4.1. Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à

Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à âîçíèêëà äàâíî (çàäà÷à Äèäîíû) è
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñðåäè âñåõ çàìêíóòûõ êðèâûõ
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äàííîé äëèíû íàéòè òàêóþ, êîòîðàÿ áû îãðàíè÷èâàëà ôèãóðó íàè-
áîëüøåé ïëîùàäè. Â äàëüíåéøåì âñå ïîäîáíûå çàäà÷è ïîëó÷èëè íà-
çâàíèå èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ.

Ðàññìîòðèì îäíó èç íèõ: ñðåäè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé y(t), t ∈ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

y(a) = y1, y(b) = y2, (7.24)

íàéòè òàêèå, íà êîòîðûõ ôóíêöèîíàë

J (y) =

b∫
a

f(t, y, y′)dt (7.25)

äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà, à ôóíêöèîíàë

G(y) =

b∫
a

g(t, y, y′)dt (7.26)

èìååò çàäàííîå çíà÷åíèåG(y) = l. Â ôóíêöèîíàëàõ (7.25), (7.26) îñíîâ-
íûå ôóíêöèè f(t, y, y′) è g(t, y, y′) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå [a, b]×R×R
è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà íåì. Ìíîæåñòâî äîïó-
ñòèìûõ ôóíêöèé èìååò âèä

D =
{
y
∣∣∣ y ∈ C1([a, b]), y(a) = y1, y(b) = y2, G(y) = l

}
.

×åðåç C̊1([a, b]), êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé

C̊1([a, b]) =
{
h
∣∣∣ h ∈ C1([a, b]), h(a) = h(b) = 0

}
.

Îïðåäåëåíèå 7.4.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë J (y) (7.25)
äîñòèãàåò íà ôóíêöèè y0(t) ∈ D ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè
ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ y(t) ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ‖y − y0‖C1([a,b]) < ε, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî J (y) > J (y0).

Òåîðåìà 7.6. Ïóñòü ôóíêöèîíàë J (y) (7.25) äîñòèãàåò ñëàáîãî ëî-

êàëüíîãî ìèíèìóìà íà ôóíêöèè y0(t) ∈ D è ïóñòü ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δG(y0, h) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî h0 ∈ C̊1([a, b]). Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå

÷èñëî λ, ÷òî δF (y0, h) = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ C̊1([a, b]), ãäå F = J + λG.
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Åñëè êðîìå òîãî ôóíêöèÿ y0(t) ∈ C2([a, b]), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Ýéëåðà:

ϕy −
d

dt
ϕy′ = 0, ϕ = f + λg. (7.27)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïóñòü y0 ∈ D äà¼ò ñëàáûé ëîêàëüíûé
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J (y) (7.25). Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò

h0 ∈ C̊1([a, b]) òàêàÿ, ÷òî δG(y0, h0) =
b∫
a

(gyh0 + gy′h
′
0)dt 6= 0. Âîçü-

ì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ h ∈ C̊1([a, b]) è ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëû
J (y) (7.25) è G(y) (7.26) íà ôóíêöèÿõ âèäà

y(t) = y0(t) + αh0(t) + βh(t),

ãäå α è β � ïîñòîÿííûå. Îíè íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè è ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû y ∈ D. Òàê êàê ôóíêöèè h è h0

ôèêñèðîâàííûå, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ôóíêöèè

J (y0 + αh0 + βh) = Φ(α, β),

G(y0 + αh0 + βh) = Ψ(α, β),

êàê ôóíêöèè ïåðåìåííûõ α è β. Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
Φ(α, β) è Ψ(α, β) èìååì

∂Φ

∂α

∣∣∣∣
α=β=0

=

b∫
a

(fyh0 + fy′h
′
0) dt;

∂Φ

∂β

∣∣∣∣
α=β=0

=

b∫
a

(fyh+ fy′h
′) dt;

(7.28)

∂Ψ

∂α

∣∣∣∣
α=β=0

=

b∫
a

(gyh0 + gy′h
′
0) dt;

∂Ψ

∂β

∣∣∣∣
α=β=0

=

b∫
a

(gyh+ gy′h
′) dt.

(7.29)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì äëÿ ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè α = β = 0 ôóíêöèÿ Φ(α, β) ïðèíèìàåò ñâî¼
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè óñëîâèÿõ Ψ(α, β) = l, ∂Ψ

∂α

∣∣
α=β=0

6= 0. Èç òåî-
ðåìû îá óñëîâíîì ýêñòðåìóìå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà λ òàêîãî,
÷òî d(Φ + λΨ) = 0 ïðè çíà÷åíèÿõ α = β = 0. Îáîçíà÷àÿ F = Φ + λΨ,
áóäåì èìåòü
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1.
∂F

∂α

∣∣∣∣
α=β=0

= 0 =⇒
(
∂Φ

∂α
+ λ

∂Ψ

∂α

)∣∣∣∣
α=β=0

= 0.

Îòñþäà è èç (7.28), (7.29) íàõîäèì

λ = −

∂Φ

∂α
∂Ψ

∂α

= −

b∫
a

(fyh0 + fy′h
′
0)dt

b∫
a

(gyh0 + gy′h
′
0) dt

(= λ(h0)) . (7.30)

2.
∂F

∂β

∣∣∣∣
α=β=0

= 0 =⇒
(
∂Φ

∂β
+ λ

∂Ψ

∂β

)∣∣∣∣
α=β=0

= 0.

Èñïîëüçóÿ (7.29), áóäåì èìåòü

b∫
a

[(fyh+ fy′h
′) + λ(gyh+ gy′h

′)] dt =

=

b∫
a

[(fy + λgy)h+ (fy′ + λgy′)h
′] dt = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ C̊

1
([a, b]).

Òàêèì îáðàçîì δF (y0, h) = 0 äëÿ ëþáîãî h ∈ C̊1([a, b]). Èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, èç ëåììû (7.1) ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ
ϕ = f + λg óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà (7.27): ϕy − d

dtϕy′ = 0. �
Âîïðîñ: çàâèñèò ëè âåëè÷èíà λ îò âûáîðà h0?

Çàìå÷àíèå 7.4.1. Â òåîðåìå 7.6 ìû òðåáîâàëè, ÷òîáû ôóíêöèÿ y0(t)

íå ÿâëÿëàñü ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèîíàëà (7.26) G(y).♦

Èñïîëüçîâàíèå:
1. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèîíàë F = J + λG.
2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëåé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ýéëåðà:
ϕy − d

dtϕy′ = 0 (7.27).
3. Åãî ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé y = y(t, c1, c2, λ).
4. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ c1, c2, λ èìååì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
y(a) = y1, y(b) = y2, G(y) = l.
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7.4.2. Çàäà÷à Ëàãðàíæà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: ñðåäè âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
êðèâûõ y = y(t), z = z(t), ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè

g(t, y, z) = 0 (7.31)

è êîíöû êîòîðûõ çàêðåïëåíû{
y(a) = y1, z(a) = z1, g(a, y1, z1) = 0,

y(b) = y2, z(b) = z2, g(a, y2, z2) = 0,
(7.32)

íàéòè òàêèå, íà êîòîðûõ ôóíêöèîíàë

F (y, z) =

b∫
a

f(t, y, z, y′, z′)dt (7.33)

äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà. Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ f(t, y, z, p, q) îïðåäåëåíà íà
ìíîæåñòâå [a, b]×
× R2 × R2 è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà íåì. Ôóíêöèÿ g(t, y, z)

ïðåäïîëàãàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è
(
∂g

∂y

)2

+

+

(
∂g

∂z

)2

> 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü g(t, y, z) ãëàäêàÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.4.2. Ïàðà ôóíêöèé y(t), z(t) ∈ C1([a, b]), êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (7.32) è ãðàôèêè êîòîðûõ ëåæàò íà ïîâåðõíî-
ñòè (7.31), íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ 〈y(t), z(t)〉.

Îïðåäåëåíèå 7.4.3. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèîíàë F (y, z) äîñòèãàåò
ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íà ïàðå ôóíêöèé 〈y0(t), z0(t)〉, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïàð 〈y(t), z(t)〉, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ ‖y−y0‖C1([a,b]) +‖z−z0‖C1([a,b]) < ε, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
F (y, z) ≥ F (y0, z0).

Òåîðåìà 7.7. Ïóñòü ôóíêöèîíàë F (y, z) (7.33) äîñòèãàåò íà ïàðå

ôóíêöèé 〈y0(t), z0(t)〉 ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ïóñòü òàêæå

y0(t), z0(t) ∈ C2([a, b]), è â êàæäîé òî÷êå êðèâîé y = y0(t), z = z0(t),

t ∈ [a, b] èìååò ìåñòî ëèáî íåðàâåíñòâî gy 6= 0, ëèáî gz 6= 0. Òîãäà
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íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ λ(t) òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèè y0(t), z0(t) óäîâëåòâîðÿ-

þò óðàâíåíèÿì Ýéëåðà:{
ϕy − d

dtϕy′ = 0

ϕz − d
dtϕz′ = 0

, ϕ = f + λg, (7.34)

ñîñòàâëåííûì äëÿ ôóíêöèîíàëà L(y, z) =
b∫
a

(f + λg)dt.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïóñòü ïàðà ôóíêöèé 〈y0(t), z0(t)〉 äàåò
ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà F (y, z) (7.33). Áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè g(t, y, z) â òî÷êàõ êðèâîé y = y0(t), z =

= z0(t), t ∈ [a, b] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî gz( t, y, z) 6= 0. Ðàññìîòðèì
íà êðèâîé òî÷êó (t̂, ŷ, ẑ). Â ñèëó ïðåïîëîæåíèÿ â íåé gz(t̂, ŷ, ẑ) 6= 0. Òî-
ãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü
U(t̂, ŷ, ẑ) òî÷êè (t̂, ŷ, ẑ) òàêàÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ g(t, y, z) = 0 è z = ω(t, y),
ẑ = ω(t̂, ŷ) ýêâèâàëåíòíû.

Âîçüì¼ì òåïåðü äâå òî÷êè íà êðèâîé y = y0(t), z = z0(t), t ∈ [a, b],
ïðèíàäëåæàùèå îêðåñòíîñòè U(t̂, ŷ, ẑ), à èìåííî C(t1, y0(t1), z0(t1)) è

D(t2, y0(t2), z0(t2)). Äóãó
_

CD îáîçíà÷èì γ0. Ðàññìîòðèì íà ïàðå
〈y0(t), z0(t)〉 çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà (7.33):

F (y0, z0) =

t1∫
a

fdt+ F̂ (y0) +

b∫
t2

f.

Çäåñü

F̂ (y0) =

t2∫
t1

f(t, y, ω(t, y)︸ ︷︷ ︸
z

, y′, ωt + ωyy
′︸ ︷︷ ︸

z′

)dt =

t2∫
t1

f̂(t, y, y′)dt.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë F̂ (y) äîñòèãàåò ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíè-
ìóìà íà êðèâîé y0(t), t ∈ [t1, t2]. Äëÿ ýòîãî ïðîâàðèðóåì êðèâóþ γ0.
Òîãäà ∆F̂ = ∆F > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f̂(t, y, y′) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà f̂y − d

dt f̂y′ = 0, è ìû ïîëó÷àåì

fy + fzωy + fz′ [ωty + ωyyy
′]− d

dt
[fy′ + ωyfz′ ] = 0 =⇒

fy −
d

dt
fy′ + ωy

[
fz −

d

dt
fz′

]
= 0.
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Â ðåçóëüòàòå, âñïîìèíàÿ, ÷òî ωy = − gygz , gz(t, y, z) 6= 0, íàõîäèì

fy − d
dtfy′

gy
=
fz − d

dtfz′

gz
= −λ(t).

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò{
fy + λgy − d

dtfy′ = 0,

fz + λgz − d
dtfz′ = 0.

(7.35)

Îáîçíà÷àÿ ϕ = f + λg, èç (7.35) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéëåðà
(7.34). �

Èñïîëüçîâàíèå:
1. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ ϕ = f + λg è âûïèñûâàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
Ýéëåðà (7.33).
2. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.34) èìååò âèä{

y = y(t, c1, c2, c3, c4, λ(t)),

z = z(t, c1, c2, c3, c4, λ(t)).

3. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åòûð¼õ ïîñòîÿííûõ c1, c2, c3, c4 è ôóíêöèè λ(t)

ñëóæàò óñëîâèÿ (7.31), (7.32):{
y(a) = y1, z(a) = z1,

y(b) = y2, z(b) = z2,
g(t, y(t), z(t)) = 0.

Çàìå÷àíèå 7.4.2. Åñëè óðàâíåíèå (7.31) ìîæåò áûòü ðàçðåøåíî (íà-
ïðèìåð, îòíîñèòåëüíî z) ñðàçó äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ t, òî çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ çàìåíîé z, z′

â îñíîâíîì ôóíêöèîíàëå íà èõ çíà÷åíèå z = ω(t, y), z′ = d
dtω(t, y).♦

Çàìå÷àíèå 7.4.3. Ïîâåðõíîñòü (7.31) ìîæåò áûòü çàäàíà â ïàðàìåò-
ðè÷åñêîì âèäå ~r = ~r(u, v). Ëèíèè u = u(t), v = v(t) ìèíèìàëüíîé
äëèíû, ëåæàùèå íà ïîâåðõíîñòè (7.31) è çàêðåïëåíûå â äâóõ òî÷êàõ
íà íåé, íàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè. ♦

Íàéäåì ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè íà öèëèíäðå:

~r = (R cosϕ,R sinϕ, z), u = ϕ, v = z.

Äëèíà äóãè íà öèëèíäðå, îòâå÷àþùàÿ çíà÷åíèÿì t1 è t2, ðàâíà

L[ϕ, z] =

t2∫
t1

√
R2ϕ2

t + z2
t .
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Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, îòâå÷àþùèå ýòîìó ôóíêöèîíàëó, áóäóò ñëåäó-
þùèìè:

fϕ︸︷︷︸
=0

− d

dt

ϕtR
2√

R2 + ϕ2
t + z2

t

= 0 =⇒ R2ϕt√
R2ϕ2 + z2

t

= c1,

fz︸︷︷︸
=0

− d

dt

zt√
R2 + ϕ2

t + z2
t

= 0 =⇒ zt√
R2ϕ2 + z2

t

= c2.

Ðàçäåëèâ îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå è ïðîèíòåãðèðîâàâ íàéäåííîå
óðàâíåíèå, áóäåì èìåòü

zt
ϕt

= C(=
c2
c1

) =⇒ dz

dϕ
= C =⇒


z = Cϕ+D,

x = R cosϕ,

y = R sinϕ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âèíòîâûå ëèíèè.♦
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Ãëàâà 8

Àâòîíîìíûå ñèñòåìû

8.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

d~x

dt
= ~f(~x), ~x ⊂ Ω, Ω ⊆ Rn, (8.1)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé t, íàçûâàåòñÿ àâòî-
íîìíîé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ ~f(~x) óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) ~f(~x) ∈ C(Ω);

2) ~f(~x) ∈ Lip~x(ΩL).
Â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ ëþáûõ t0 ∈ R è ~x0 ∈ Ω ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
~ϕ(t), t ∈ J , ñèñòåìû (8.1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

~ϕ(t0) = ~x0. (8.2)

Íèæå äëÿ ïðîñòîòû, ÷òîáû íå àêöåíòèðîâàòü âíèìàíèå íà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü Ω ≡ Rn~x .

Ãðàôèê ðåøåíèÿ ~x = ~ϕ(t), t ∈ J , â ïðîñòðàíñòâå Rn+1
t,~x íàçûâàåò-

ñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Å¼ ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî Rn~x íàçûâàåòñÿ
ôàçîâîé òðàåêòîðèåé èëè ïðîñòî òðàåêòîðèåé, à ñàìî ïðîñòðàíñòâî Rn~x
� ôàçîâûì. Íàïðàâëåíèå ñòðåëêè íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè áóäåò óêà-
çûâàòü íà âîçðàñòàíèå âðåìåíè t âäîëü íå¼, òåì ñàìûì îïðåäåëÿÿ å¼
îðèåíòàöèþ. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ â Rn~x çàäà¼òñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíè-

åì ~x = ~ϕ(t), t ∈ J , â êîòîðîì âðåìÿ èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà.
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8.2. Ñâîéñòâà ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì è òåîðåìà

î ïîâåäåíèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

Îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì

1) Åñëè ~ϕ(t), t ∈ (a, b), � ðåøåíèå ñèñòåìû (8.1), òî äëÿ ëþáîãî

τ ∈ R ôóíêöèÿ ~ϕ(t+ τ), t ∈ (a− τ, b− τ), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

è âñå ýòè ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ τ èìåþò îäíó è òó æå ôàçîâóþ

òðàåêòîðèþ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Òàê êàê ~ϕ(t) � ðåøåíèå, òî ~ϕ′(t) ≡ ~f(~ϕ(t)),

t ∈ (a, b). Çàìåíÿÿ t íà (t+ τ), ïîëó÷èì ~ϕ′(t+ τ) ≡ ~f(~ϕ(t+ τ)). Çíà÷èò
ôóíêöèÿ ~x = ~ϕ(t + τ) � òîæå ðåøåíèå. Ýòè ðåøåíèÿ èìåþò îäíó è
òó æå òðàåêòîðèþ, òàê êàê ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó èíòåãðàëüíîé êðèâîé
ïåðâîãî ðåøåíèÿ (~x?, t?), ãäå ~x? = ~ϕ(t?), èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âòîðîãî
ðåøåíèÿ ~x = ~ϕ(t + τ) ïðîõîäèò ÷åðåç íå¼ ïðè t = t? − τ . Òàêèì îá-
ðàçîì, êàæäàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé, ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêöèåé áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. �

2) Åñëè ~ψ(t) è ~ϕ(t) � äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8.1) è ñóùåñòâóþò

òàêèå t1 è t2, ÷òî ~ψ(t1) = ~ϕ(t2), òî ~ψ(t) = ~ϕ(t+ τ), ãäå τ = t2 − t1.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Â ñèëó ñâîéñòâà 1 ôóíêöèÿ ~ϕ(t+ τ), τ =

= t2− t1 � ðåøåíèå ñèñòåìû (8.1). Èç ðàâåíñòâà ~ϕ(t2) = ~ψ(t1) ñëåäóåò,
÷òî ~ϕ(t1 + τ) = ~ϕ(t2) = ~ψ(t1). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ~ϕ(t+ τ) è ~ψ(t)

óäîâëåòâîðÿþò îäèíàêîâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè t = t1. Â ñèëó
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èìååì

~ϕ(t+ τ) = ~ψ(t).

Àíàëîãè÷íî,
~ψ(t− τ) = ~ϕ(t).

Çíà÷èò, äâå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ëèáî íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ëèáî ñîâ-
ïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëàèâàåòñÿ íà íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ òðàåêòîðèè. �

Èç ñâîéñòâà 2 âûòåêàåò èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå, à èìåííî: åñëè
~ϕ(t, t0, ~x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (8.1) â ôîðìå Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè (t0, ~x0), òî ïî ñâîéñòâó 2 ôóíêöèÿ ~ϕ(t+ τ, t0 + τ, ~x0) òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8.1). Òàê êàê ~ϕ(t0, t0, ~x0) =

= ~x0 è ~ϕ(t0 + τ, t0 + τ, ~x0) = ~x0 ïðè t = t0, òî â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èìååì

~ϕ(t+ τ, t0 + τ, ~x0) = ~ϕ(t, t0, ~x0) (8.3)
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ïðè âñåõ t, äëÿ êîòîðûõ îáà ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû.
Ïîëîæèì τ = −t0 â (8.3) è îáîçíà÷èì ~ϕ(t− t0, 0, ~x0) = ~ϕ(t− t0, ~x0).

Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ðåøåíèå ~x = ~ϕ(t, t0, ~x0) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~x = ~ϕ(t− t0, ~x0). (8.4)

Ôîðìóëà (8.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëîæåíèå äâèæóùåéñÿ òî÷êè îïðå-
äåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé òî÷êîé ~x0 ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è èíòåðâàëîì
âðåìåíè, ïðîøåäùåãî ïîñëå íà÷àëüíîãî ìîìåíòà, íî íå ñàìèì íà÷àëü-
íûì ìîìåíòîì. Èç íå¼ òàêæå âèäíî, ÷òî åñëè äâå ôàçîâûå òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (8.1) èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî îíè ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 8.2.1. Òî÷êà ~x = ~a â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ
ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (8.1), åñëè

~f(~a) = ~0.

3) Åñëè ~a ∈ Rn � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, òî âåêòîð-ôóíêöèÿ

~x(t) = ~a, t ∈ (−∞,+∞) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8.1).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I

d~x

dt
=
d~a

dt
= ~0, ~f(~x(t)) = ~f(~a) = ~0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òî÷êà ~a � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, òî îíà � ôàçî-
âàÿ òðàåêòîðèÿ. �

4) Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿ-

åòñÿ ãëàäêîé êðèâîé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Åñëè ~x = ~ϕ(t), t ∈ (a, b) � ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (8.1), òî êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå ~x0 = ~ϕ(t0), t0 ∈ (a, b) ðàâåí
d~ϕ
dt (t0) = ~f(~x0) 6= 0. �

5) Òðàåêòîðèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû íå ìîæåò âîéòè â ïîëî-

æåíèå ðàâíîâåñèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïóñòü ~a � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ~x?(t) ≡ ~a,
t ∈ (−∞,+∞). Åñëè òðàåêòîðèè ðåøåíèé ~x(t) è ~x?(t) íå ñîâïàäàþò,
òî ~x(t) 6= ~a ïðè âñåõ êîíå÷íûõ t. Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî ïðè t → ±∞
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàòüñÿ ê ïîëîæå-
íèþ ðàâíîâåñèÿ, ò.å. lim

t→±∞
|~x(t)− ~a| = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ ~x? = ~a áóäåò ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ~x(t)

ïðè |t| → +∞.
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Íèæå â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè t→ +∞ èëè t→ −∞
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèìûêàåò ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ. �

6) Ðåøåíèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (8.1) îáëàäàþò ãðóïïîâûì ñâîé-

ñòâîì: åñëè ~x = ~ϕ(t, ~x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (8.1), óäîâëåòâîðÿþùåå
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ~ϕ(0, ~x0) = ~x0, òî

~ϕ(t, ~ϕ(τ, ~x0)) = ~ϕ(t+ τ, ~x0)

íà ëþáîì èíòåðâàëå, íà êîòîðîì îäíîâðåìåííî îïðåäåëåíû ôóíêöèè,

ñòîÿùèå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ~x = ~ϕ(t, ~x0), óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ~ϕ(0, ~x0) = ~x0. Ïîëîæèì ~x1 = ~ϕ(τ, ~x0) ïðè
t = τ . Òîãäà ~ϕ1(t) = ~ϕ(t, ~x1) � ðåøåíèå ñèñòåìû (8.1) è, â ñèëó ñâîéñòâà
1, ~ϕ2(t) = ~ϕ(t+ τ, ~x0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (8.1). Ïðè ýòîì

~ϕ1(0) = ~ϕ(0, ~x1) = ~x1,

~ϕ2(0) = ~ϕ(τ, ~x0) = ~x1.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ~ϕ1(t) è ~ϕ2(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.1) óäî-
âëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Â ñèëó òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè ~ϕ1(t) = ~ϕ2(t) èëè

~ϕ(t, ~ϕ(τ, ~x0)) = ~ϕ(t+ τ, ~x0).

�

Îïðåäåëåíèå 8.2.2. ×èñëî T 6= 0 íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ðåøåíèÿ ~x =

= ~ϕ(t), t ∈ (−∞,+∞), åñëè

~ϕ(t+ T ) = ~ϕ(t), ∀ t ∈ R.

Åñëè T > 0 � ïåðèîä, òî (−T ) � òàêæå ïåðèîä. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè T � ïåðèîä, òî ~ϕ(t+T ) = ~ϕ(t). Çàìåíÿÿ t íà t−T , ïîëó÷èì ~ϕ(t) =

= ~ϕ(t−T ). Ñëåäîâàòåëüíî, (−T ) � ïåðèîä. Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëü-
íûé ïåðèîä íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.

7) Ïóñòü ~ϕ(t), t ∈ (a, b), � ðåøåíèå, îòëè÷íîå îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, è ñóùåñòâóþò òàêèå t1, t2 ∈ (a, b) (t2 > t1), ÷òî ~ϕ(t2) =

= ~ϕ(t1). Òîãäà ðåøåíèå � ïåðèîäè÷åñêîå, ñóùåñòâóåò ãëàâíûé ïåðèîä,

à òðàåêòîðèÿ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òðàåêòîðèÿ ñàìà ñåáÿ
ïåðåñåêàåò, òàê êàê ñóùåñòâóþò ÷èñëà t1, t2 ∈ (a, b) (t2 > t1) òàêèå, ÷òî

~ϕ(t1) = ~ϕ(t2).

Ïî ñâîéñòâó 2 èìååì ~ϕ(t) = ~ϕ(t + τ), ãäå τ = t2 − t1. Ôóíêöèÿ ~x =

= ~ϕ(t + τ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àâòîíîìíîé ñèñòåìû (8.1) ïðè t ∈ (a−
−τ, b− τ). Ðåøåíèÿ ~ϕ(t) è ~ϕ(t+ τ) ñîâïàäàþò íà îáùåé ÷àñòè îáëàñòåé
èõ îïðåäåëåíèÿ, ò.å. ïðè t ∈ [a, b− τ). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå

~x(t) =

{
~ϕ(t), t ∈ (a, b),

~ϕ(t+ τ), t ∈ (a− τ, a]

ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ ~x = ~ϕ(t) íà èíòåðâàë (a−τ, b). Ñëåäóÿ
ýòîé ïðîöåäóðå, ìû ïðîäîëæèì ðåøåíèå ~ϕ(t) íà èíòåðâàë (−∞, b). Ñ
ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ ~ϕ(t) = ~ϕ(t − τ) ðåøåíèå ~x = ~ϕ(t), t ∈ (−∞, b),
ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ~ψ(t) = ~ϕ(t+

+ τ). Äëÿ íå¼ èìååì ~ψ(t1) = ~ϕ(t2) = ~ϕ(t1). Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè
~ψ(t) ≡ ~ϕ(t), t ∈ R, ò.å.

~ϕ(t+ T ) = ~ϕ(t), t ∈ R, T = t2 − t1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, T � ïåðèîä. Îäíàêî ìîãóò áûòü è äðóãèå ïåðèîäû.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ïåðèîäîâ ÷åðåç M. Òàê êàê
ðåøåíèå ~ϕ(t) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, òî ñóùåñòâóåò òà-
êîå t?, ÷òî ~ϕ(t?) 6= ~ϕ(t1). Ñîñòàâèì ðàçíîñòü |~ϕ(t?) − ~ϕ(t1)| = ε > 0.
Òàê êàê ôóíêöèÿ ~ϕ(t) íåïðåðûâíàÿ, òî íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî
|~ϕ(t)− ~ϕ(t1)| < ε ïðè âñåõ |t− t1| < δ. Çíà÷èò, ~ϕ(t) 6= ~ϕ(t∗) ïðè ýòèõ t.
Íî çà âðåìÿ, ðàâíîå ïåðèîäó, ðåøåíèå ~ϕ(t) äîëæíî ïðîéòè ÷åðåç âñå
òî÷êè ñâîåé òðàåêòîðèè. Ïîýòîìó âåëè÷èíà ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
ïåðèîäà íå ìåíüøå, ÷åì δ. Ðàññìîòðèì inf{M} = T ?. Èìååì T ? ≥ δ.
Åñëè T ? 6∈ M è ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé M , òî èìååòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïåðèîäîâ Ti → T ? 6= 0, ~ϕ(t + Ti) = ~ϕ(t). Ïðè Ti → T ? â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ ~ϕ(t), t ∈ R, ïîëó÷èì ~ϕ(t + T ?) = ~ϕ(t),
ò.å. T ? � ïåðèîä. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M çàìêíóòîå è
T ? ∈ M . Òðàåêòîðèÿ ~ϕ(t), t ∈ [0, T ?], � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, òàê êàê
~ϕ(T ?) = ~ϕ(0). ßñíî, ÷òî íå ñóùåñòóþò t1, t2 ∈ [0, T ?], |t2 − t1| < T ?

òàêèå, ÷òî ~ϕ(t2) = ~ϕ(t1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå ~ϕ(t) ñîãëàñíî
ñêàçàííîìó âûøå èìåëî áû ïåðèîä T1 = |t2 − t1| < T ?. Íî ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò òîìó, ÷òî T ? � íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä. �
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Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ñôîðìóëèðó-
åì å¼.

Òåîðåìà 8.1. Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (8.1) ïðè-
íàäëåæèò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ;

2) çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó

ðåøåíèþ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàèìåíüøèì ïåðèîäîì;

3) íåçàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñâóåò íåïåðèîäè÷åñêî-

ìó ðåøåíèþ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Åñëè ðåøåíèå ~x(t) = ~a, t ∈ (−∞,+∞), �
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (8.1), òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ � òî÷êà.

Åñëè ðåøåíèå ~x(t) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû è
~x(t1) = ~x(t2) ïðè íåêîòîðûõ t1 è t2(t1 6= t2), òî ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîå,
èìååò ãëàâíûé ïåðèîä, à ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ.

Åñëè ~x(t1) 6= ~x(t2) ïðè ëþáûõ t1 è t2, (t1 6= t2), òî ðåøåíèå íåïåðè-
îäè÷åñêîå, à ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé êðèâîé.
�

8.3. Ôàçîâûé ïîðòðåò ðåøåíèé àâòîíîìíîé ëèíåéíîé

ñèñòåìû ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

íà ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿí-
íûìè: âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïëîñêîñòè

d~x

dt
= A~x, (8.5)

â êîòîðîé A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, detA 6= 0. Îíà àâòîíîìíàÿ. Òî÷êà ~x = ~0

� å¼ åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå èìååò âèä∣∣∣∣a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = 0⇒ λ2 − (a11 + a22)λ+ detA = 0.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 è λ2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

λ1 + λ2 = (a11 + a22) , λ1λ2 = detA 6= 0.
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Íàøà çàäà÷à � èçó÷èòü ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû
(8.5) â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0. Òàê êàê λ1λ2 =

= detA 6= 0, òî ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ òðè ñëó÷àÿ:

I) λ1, λ2 íå ðàâíû íóëþ, äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå;

II) λ1, λ2 êîìïëåêñíî - ñîïðÿæåííûå;

III) λ1 = λ2 6= 0.

I) Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå. Â
ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (8.5) èìååò âèä

~x = C1
~h1e

λ1t + C2
~h2e

λ2t. (8.6)

Çäåñü ~h1,~h2 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå λ1, λ2. Îíè îá-
ðàçóþò áàçèñ. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç η1, η2 êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x îòíîñè-
òåëüíî ýòîãî áàçèñà, ïîëó÷èì

η1 = C1e
λ1t, η2 = C2e

λ2t. (8.7)

Ïðè C1 = C2 = 0 ìû èìååì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, à ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî |λ1| < |λ2|.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà λ1λ2 > 0.

a) Ïóñòü λ1 < 0, λ2 < 0. Ïðè C2
1 + C2

2 > 0 ôàçîâûå òðàåêòîðèè
ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (8.7) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìèη2 = C2

(
η1
C1

)λ2
λ1
, C1 6= 0;

η1 = 0, C1 = 0, C2 6= 0.
(8.8)

Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðè C1 6= 0 îïèñûâàþòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé è
ïðèìûêàþò ê òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0. Åñëè îáúåäèíèòü
ëþáóþ èç íèõ ñ òî÷êîé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ
áóäåò êàñàòüñÿ â íåé îñè η2 = 0, òàê êàê |λ1| < |λ2|. Èìåÿ â âèäó ñêà-
çàííîå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèìûêàåò ê òî÷êå

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èìåÿ êàñàòåëüíóþ. Ïðè C1 > 0, C2 > 0 ôà-
çîâûå òðàåêòîðèè ðàñïîëîæåíû â ïåðâîì êâàäðàíòå è ñîãëàñíî (8.7)
ïðè |t| → ∞ âåäóò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

η1 → 0, η2 → 0 ïðè t→ +∞;

η1 → +∞, η2 → +∞ ïðè t→ −∞.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðè óâåëè÷åíèè t
äâèæåòñÿ ê òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîäîáíûì îáðàçîì óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îñòàëüíûõ êâàäðàíòàõ ïðè
çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ C1C2 > 0, C1C2 < 0. Êâàäðàíòû ðàçäåëÿþòñÿ
÷åòûðüìÿ ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè: η1 > 0, η2 = 0; η1 < 0, η2 = 0;
η1 = 0, η2 > 0; η1 = 0, η2 < 0, êîòîðûå ïðè îáúåäèíåíèè èõ ñ òî÷-
êîé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 îáðàçóþò ïîëóîñè ñèñòåìû êîîðäè-
íàò η1Oη2. Îðèåíòàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíî-
øåíèé (8.7). Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ

òðàåêòîðèé íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì. Ïîâåäåíèå ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé èçîáðàæåíî íà ðèñ. 8.1.

Ðèñ. 8.1

b) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé λ1 > 0, λ2 > 0. Â ïåðâîì êâàäðàíòå
ïðè C1 > 0, C2 > 0 â ñèëó óðàâíåíèé (8.8) ôàçîâûå òðàåêòîðèè îïèñû-
âàþòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé òàê æå, êàê è â ñëó÷àå óñòîé÷èâîãî óçëà.
Îðèåíòàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (8.7):

η1 → 0, η2 → 0 ïðè t→ −∞; η1 → +∞, η2 → +∞ ïðè t→ +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îíà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì. Â îñòàëüíûõ êâàäðàíòàõ êàðòèíà ïîâå-
äåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêîå ïîëî-

æåíèå ðàâíîâåñèÿ è ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íàçûâàþòñÿ

íåóñòîé÷èâûì óçëîì. Ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé èçîáðàæåíî
íà ðèñ. 8.2.

c) Ïóñòü òåïåðü λ1λ2 < 0. Ñíà÷àëà èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà λ1 <

< 0, λ2 > 0. Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (8.8) ôàçîâûå òðàåêòîðèè îïè-
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ñûâàþòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè
è âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî ãèïåðáîëàì. Èõ îðèåíòàöèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ èç
óðàâíåíèé (8.7). Èìååì â ïåðâîì êâàäðàíòå (C1 > 0, C2 > 0):

η1 → 0, η2 → +∞ïðè t→ +∞; η1 → +∞, η2 → 0 ïðè t→ −∞.

Â îñòàëüíûõ êâàäðàíòàõ êàðòèíà ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé îïðå-
äåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. ×åòûðå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðèìûêàþò ê òî÷-
êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îíè ðàçäåëÿþò êâàäðàíòû ìåæäó ñîáîé è
âìåñòå ñ òî÷êîé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò ïîëóîñè ñèñòåìû êî-
îðäèíàò η1Oη2.

Ðèñ. 8.2

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ êàðòèíà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðè λ1 > 0, λ2 < 0.
Òàêîå ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

íàçûâàþòñÿ ñåäëîì. Ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé èçîáðàæåíî íà
ðèñ. 8.3.

Ðèñ. 8.3

205



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

II) Ïóñòü òåïåðü λ1, λ2 � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ÷èñëà:

λ1 = µ− iν, λ2 = µ+ iν, ν 6= 0.

Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå âåêòîðû ~H1, ~H2, îòâå÷àþùèå λ1, λ2

(
= λ̄1

)
,

èìåþò âèä
~H1 = ~h1 + i~h2, ~H2 = ~̄H1 = ~h1 − i~h2,

ãäå ~h1,~h2 � äåéñòâèòåëüíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû. Îáùåå ðå-
øåíèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

~x = C1Re
[
eλ1t ~H1

]
+ C2Im

[
eλ1t ~H1

]
=

= eµt
{
C1Re

[
(cos νt− i sin νt)( ~h1 + i ~h2)

]
+

+C2Im
[
(cos νt− i sin νt)( ~h1 + i ~h2)

]}
=

= eµt
{
C1( ~h1 cos νt+ ~h2 sin νt) + C2(− ~h1 sin νt+ ~h2 cos νt)

}
=

= eµt
{
C1 cos νt− C2 sin νt) ~h1 + (C1 sin νt+ C2 cos νt) ~h2

}
=

= R eµt
{

cos(α+ νt)~h1 + sin(α+ νt)~h2

}
.

Çäåñü R =
√
C2

1 + C2
2 ,

C1

R = cosα, C2

R = sinα. Òàêèì îáðàçîì, â áàçèñå
~h1, ~h2 êîîðäèíàòàìè ðåøåíèÿ áóäóò

η1 = R cos(α+ νt)eµt, η2 = R sin(α+ νt)eµt.

Ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

ρ = R eµt, θ = α+ νt.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ñïèðàëÿìè. Îíè
ïðèìûêàþò ê òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

a) Ïóñòü µ < 0. Òî÷êà íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðè óâåëè÷åíèè
t äâèæåòñÿ ê òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè ν > 0, òî ñïèðàëè
çàêðó÷èâàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè æå ν < 0, òî îíè çàêðó-
÷èâàþòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòî-

ðèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ~x = ~0 íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûì ôîêó-

ñîì. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé µ > 0. Îí íîñèò íàçâàíèå
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íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ. Òî÷êà íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðè óâåëè-
÷åíèè t äâèæåòñÿ îò òî÷êè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â âåðõíåé ÷àñòè
ðèñ. 8.4 èçîáðàæåíû óñòîé÷èâûå ôîêóñû. Â ëåâîì èç íèõ ν > 0 (òî÷êà
âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðè óâåëè÷åíèè t äâèæåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ), â ïðàâîì ν < 0 (òî÷êà âäîëü ôàçî-
âîé òðàåêòîðèè ïðè óâåëè÷åíèè t äâèæåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ê ïî-
ëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ). Â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà èçîáðàæåíû íåóñòîé-
÷èâûå ôîêóñû ñ ν > 0 è ν < 0.

Ðèñ. 8.4

b) Åñëè µ = 0, òî ρ = R è ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ýëëèïñû ñ öåíòðîì â òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè ν > 0, òî òî÷-
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êà âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè
ν < 0 îíà âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

III) Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà λ1 = λ2 = λ 6= 0. Õàðàêòåð ïî-
âåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé çàâèñèò îò òîãî, áóäåò ëè áàçèñ ñîñòîÿòü
èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èëè èç ñîáñòâåííîãî è ïðèñîåäèí¼ííîãî âåê-
òîðîâ (æîðäàíîâ áàçèñ). Èññëåäóåì ýòè äâå âîçìîæíîñòè.

a) Áàçèñ ñîñòîèò èç äâóõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ~h1, ~h2, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

A~h1 = λ~h1, A~h2 = λ~h2.

Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè (8.7):

η1 = Ñ1e
λt, η2 = Ñ2e

λt.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè C2
1 +C2

2 > 0 ôàçîâûå òðàåêòîðèè îïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèåì C1η2 = C2η1, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëó÷è, ïðèìûêàþùèå ê òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ. Åñëè λ < 0, òî òî÷êà íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðè óâåëè÷åíèè t

äâèæåòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ.
Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûì äèêðèòè÷åñêèì óçëîì.
Åñëè λ > 0, òî òî÷êà íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðè óâåëè÷åíèè t äâè-
æåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

íàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûì äèêðèòè÷åñêèì óçëîì. Ïîâåäåíèå
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðè λ < 0 èçîáðàæåíî íà ëåâîì ðèñ. 8.5, íà ïðà-
âîì � ïðè λ > 0.

b) Áàçèñ ñîñòîèò èç ñîáñòâåííîãî ~h1 è ïðèñîåäèí¼ííîãî ~h2 âåêòî-
ðîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

A~h1 = λ~h1, A~h2 = λ~h2 + ~h1.

Òàê êàê âåêòîðû ~h1,~h2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûå, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (8.5)
â áàçèñå ~h1, ~h2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

~x(t) = η1(t)~h1 + η2(t)~h2.

Ïîäñòàâëÿÿ ~x(t) â ñèñòåìó (8.5), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé η1(t), η2(t):

dη1

dt
= λη1 + η2,

dη2

dt
= λη2.
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Ðèñ. 8.5

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì

η1 = (C1 + C2t)e
λt, η2 = C2e

λt. (8.9)

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â ñèñòåìå êîîðäèíàò η1Oη2.
Åñëè C2 6= 0, òî

η1 =

(
C1 +

C2

λ
ln

(
η2

C2

))
η2

C2
,

dη2

dη1
=

C2λ

C2 + (C1 + C2t)λ
→ 0, |t| → ∞.

Åñëè C2 = 0, òî ñîãëàñíî (8.9) ìû èìååì η2 = 0, η1 = C1e
λt, C1 6=

6= 0. Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, íåòðóäíî èçîáðàçèòü ïîâåäåíèå ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé. Îíè ïðè |t| → +∞ ïðèìûêàþò ê òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ, êàñàÿñü â íåé îñè η1(η2 = 0). Â ñëó÷àå λ < 0 îíè ïðåäñòàâëåíû
íà ëåâîì ðèñ. 8.6.
Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

íàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûì âûðîæäåííûì óçëîì.
Ïðè λ > 0 ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðåäñòàâëåíî íà ïðàâîì
ðèñ. 8.6.
Òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ðàñïîëîæåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé

íàçûâàþòñÿ íåóñòîé÷èâûì âûðîæäåííûì óçëîì.

Îïðåäåëåíèå 8.3.1. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 ëèíåéíîé ñèñòåìû
(8.5) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè ëèáî λ1, λ2 îòëè÷íû îò íóëÿ è
λ1 6= λ2, ëèáî êîìïëåêñíî- ñîïðÿæåííûå ÷èñëà λ1 è λ2 èìåþò äåéñòâè-
òåëüíóþ ÷àñòü µ 6= 0.
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Ðèñ. 8.6

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ öåíòð, äèêðèòè÷åñêèé óçåë è âûðîæäåí-
íûé óçåë íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè. Ñëó÷àé, êîãäà detA = 0, íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ.

8.4. Ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé àâòîíîìíîé

ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (8.1) íà ïëîñêîñòè, ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî ~f(~x) ∈ C1(Ω). Ïðè n = 2 âåêòîð-ôóíêöèÿ ~f(x1, x2) =

= colon (f1(x1, x2), f2(x1, x2)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~x = ~0 � åäèíñòâåí-
íîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ â îáëàñòè Ω. Ñèñòåìó (8.1) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 â âèäå (ò.ê.
~f(~x) ∈ C1(Ω)):

d~x

dt
= A~x+ ~F (~x), ~F (~0) = ~0, (8.10)

ãäå

A =

(
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

)
(0, 0)

� ìàòðèöà ßêîáè â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0). Â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ÏÐ) ~x = ~0 ïðè ρ =

√
x2

1 + x2
2 → 0 èìååì∥∥∥~F (~x)

∥∥∥ = o(ρ). Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî detA 6= 0. Êàê
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ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [4, 11], ýòèõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî äëÿ óòâåðæäåíèé,
ñäåëàííûõ íèæå äëÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óçåë, ñåäëî, ôîêóñ. Öåëü
íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, êàê ðåçóëüòàòû
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìîæíî ïðèìåíèòü ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåé-
íîé ñèñòåìû (8.10). Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå óñëîâèÿõ êàæäàÿ
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, áåñêîíå÷íî ïðèáëèæàþùàÿñÿ ê òî÷êå ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ x1 = 0, x2 = 0 àâòîíîìíîé ñèñòåìû (8.10), ëèáî ïðèìûêàåò
ê íåé â âèäå ñïèðàëè, ëèáî ïðèìûêàåò ê íåé ïîä îïðåäåë¼ííûì óãëîì
îòíîñèòåëüíî ê îäíîé èç îñåé [11].

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 ñèñòåìû (8.1) áóäåì íàçûâàòü:
1) óçëîì*(λ1 6= λ2, λ1λ2 6= 0), åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè, çà èñêëþ÷åíèåì
äâóõ, ïðèìûêàþò ê íåé, èìåÿ îáùóþ êàñàòåëüíóþ. Ýòè äâå ôàçîâûå
òðàåêòîðèè ïðèìûêàþò ê òî÷êå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 c ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, îáðàçóÿ âìåñòå ñ íåé êðèâóþ, êîòîðàÿ èìååò
äðóãóþ îáùóþ êàñàòåëüíóþ;

2)ôîêóñîì*, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ~x = ~0 êàæäàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íàâèâàåòñÿ íà íå¼ â âèäå
ñïèðàëè, ïðèìûêàÿ ê íåé ïðè t→ −∞ èëè t→ +∞;

3) ñåäëîì*, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ~x = ~0 ê íåé ïðèìûêàþò 2 ïàðû ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðè
t → −∞ èëè t → +∞ (êàæäàÿ ïàðà òðàåêòîðèé èìååò ñâîþ îáùóþ
êàñàòåëüíóþ), à îñòàëüíûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè âåäóò ñåáÿ, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 8.3.
Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó

d~x

dt
= A~x, (8.11)

ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå îòáðàñûâàíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ~F (~x) èç
ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (8.10), å¼ ëèíåàðèçàöèåé.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (8.11) ÿâëÿåòñÿ ëèíåàðèçà-

öèåé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (8.10) è èìååò â òî÷êå ~x = ~0 íåâûðîæ-

äåííûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óçåë, ñåäëî èëè ôîêóñ. Òîãäà ïîâåäåíèå

ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (8.1) â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 òàêæå áóäåò óçëîì*, ñåäëîì*

èëè ôîêóñîì*. Ïðè ýòîì îðèåíòàöèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñîõðà-

íÿåòñÿ.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðåìà ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî êàðòèíà ïîâåäåíèÿ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (8.10) â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç êàðòèíû ïîâåäåíèÿ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ëèíåéíîé ñèñòåìû (8.11) å¼ ìàëûì èñêàæåíèåì.
Ïîýòîìó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óçåë, ñåäëî èëè ôîêóñ íàçûâàþòñÿ
ãðóáûìè ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ.

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 íåëèíåéíîé ñèñòåìû (8.1) áóäåì íà-
çûâàòü:

4) öåíòðîì*, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ~x = ~0 îíà îêðó-
æåíà òîëüêî çàìêíóòûìè ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè;

5) äèêðèòè÷åñêèì óçëîì*, åñëè âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 ïðèìûêàþò ê
íåé, êàæäàÿ èìåÿ ñâîþ êàñàòåëüíóþ;

6) âûðîæäåííûì óçëîì*, åñëè âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ~x = ~0 ïðèìûêàþò ê
íåé, èìåÿ îäíó îáùóþ êàñàòåëüíóþ.
Ïðè ðàâåíñòâå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 = λ2 6= 0 íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ôóíêöèÿ ~F (~x) óäîâëåòâîðÿëà äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ, à èìåííî:

‖~F (~x)‖ = O(ρ1+ε), ãäå ε > 0 � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â

ýòîì ñëó÷àå, åñëè â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ~x = ~0 ôàçîâûå òðàåêòîðèè ëèíåéíîé ñèñòåìû (8.11) âåäóò
ñåáÿ ëèáî êàê äèêðèòè÷åñêèé óçåë, ëèáî êàê âûðîæäåííûé óçåë, òî â

íåëèíåéíîé ñèñòåìå îíè áóäóò âåñòè ñåáÿ ëèáî êàê äèêðèòè÷åñêèé

óçåë*, ëèáî êàê âûðîæäåííûé óçåë* ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì

èõ îðèåíòàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ [4, 11].
Åñëè íå íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé íà ôóíêöèþ ~F (~x),

òî äèêðèòè÷åñêèé óçåë* ìîæåò ïåðåéòè â ôîêóñ*. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè óçåë* (à òàêæå îñîáûõ òî-
÷åê äèêðèòè÷åñêèé óçåë* è âûðîæäåííûé óçåë*) ìîæíî ãîìåîìîðôíî
îòîáðàçèòü â îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè ôîêóñ* òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
òðàåêòîðèè ïåðâîé èç íèõ ïåðåõîäèëè â òðàåêòîðèè âòîðîé. Ñêàçàííîå
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì òîïîëîãè÷åñêèì ñâîéñòâîì äàííîé çàäà÷è. Ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó [4]:

dx

dt
= −x− y

ln ρ
,
dy

dt
= −y +

x

ln ρ
, ρ =

√
x2 + y2. (8.12)
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Âåêòîð-ôóíêöèÿ ~F (x, y) íåîïðåäåëåíà â òî÷êå (0, 0). Åñëè äîîïðåäå-
ëèòü å¼ è å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî íåïðåðûâíîñòè íóëÿìè, òî ïîëó-
÷èòñÿ ôóíêöèÿ êëàññà C1. Òîãäà òî÷êà (0, 0) ñòàíåò ïîëîæåíèåì ðàâ-
íîâåñèÿ. Ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà äàåò äèêðèòè÷åñêèé óçåë. Ïîëîæå-
íèåì ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû áóäåò ôîêóñ*.

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû (8.11) � öåíòð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì ñèñòåìó{

dx1

dt = −x2 − x1

√
x2

1 + x2
2,

dx2

dt = x1 − x2

√
x2

1 + x2
2,

(8.13)

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ êîòîðîé èìååò êîîðäèíàòû (0,0). Åñëè îòáðî-
ñèòü â ñèñòåìå (8.13) íåëèíåéíûå ÷ëåíû, òî ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà
äàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ � öåíòð. Åñëè æå â íåëèíåéíîé ñèñòåìå
(8.13) ïåðåéòè ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ρ, θ), òî íåòðóäíî ïîëó-
÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèé{dρ

dt = −ρ2

dθ
dt = 1

⇒ ρ =
ρ0

1 + ρ0t
, θ = t+ θ0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÿâ-
ëÿþòñÿ ñïèðàëè, à ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ � ôîêóñ*. Êðèòåðèé ðàç-
ëè÷åíèÿ ýòèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì è çäåñü íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ.
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Ãëàâà 9

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

9.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Âî âòîðîé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ~f(t, ~x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, òî ðåøåíèå ÇÊ
äëÿ ñèñòåìû

d~x

dt
= ~f(t, ~x) (9.1)

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, åñëè t ∈ [a, b] (t ìåíÿåò-
ñÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå). Â ýòîé ãëàâå áóäåò èññëåäîâàòüñÿ
çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, êîãäà t èç-
ìåíÿåòñÿ íà ïîëóáåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [t0,+∞). Áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ñèñòåìà (9.1) îïðåäåëåíà â öèëèíäðå D = Ω × [t0,+∞), ãäå
Ω ⊂ Rn~x , è ñóùåñòâóåò å¼ ðåøåíèå ~x = ~ϕ(t) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè t0, ~x0

(~x0 ∈ Ω), êîòîðîå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ïîëóáåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê
(t0,+∞) â öèëèíäðå D. Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (9.1) ~f(t, ~x) ∈ C1(D).

Îïðåäåëåíèå 9.1.1. Ðåøåíèå ñèñòåìû (9.1) ~x = ~ϕ(t), t ∈ [t0,+∞),
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ðåøåíèÿ ~x = ~ψ(t), íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó∥∥∥~ϕ(t0)− ~ψ(t0)

∥∥∥ < δ,

ðåøåíèå ~x = ~ψ(t) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ≥ t0 è ïðè t ≥ t0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ∥∥∥~ϕ(t)− ~ψ(t)

∥∥∥ < ε äëÿ ëþáîãî t ≥ t0.

214



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Ðåøåíèå ~x = ~ϕ(t) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì,
åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è, êðîìå òîãî,

lim
t→∞

∥∥∥~ϕ(t)− ~ψ(t)
∥∥∥ = 0.

Çäåñü, êàê è ðàíåå, â êà÷åñòâå íîðìû âçÿòà ‖~x‖ =

√
n∑
i=1

|xi(t)|2.

Èçó÷åíèå óñòîé÷èâoñòè ðåøåíèÿ ~ϕ(t), t ∈ [t0,+∞), ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (9.1) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ,
òîæäåñòâåííî ðàâíîãî íóëþ ïðè t ∈ [t0,+∞), íåêîòîðîé äðóãîé íîð-
ìàëüíîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíê-
öèþ

~y(t) = ~x(t)− ~ϕ(t). (9.2)

Òîãäà îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

d~y

dt
= ~f(t, ~y + ~ϕ)− ~f(t, ~ϕ) ≡ ~g(t, ~y), (9.3)

ãäå ~g(t,~0) = ~0, t ∈ [t0,+∞).

Òàê êàê
∥∥∥~y(t)−~0

∥∥∥ = ‖~x(t)− ~ϕ(t)‖, òî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèÿ ~ϕ(t), t ∈ [t0,+∞), ñèñòåìû (9.1) ðàâíîñèëüíî èññëåäîâàíèþ
óñòîé÷èâîñòè íóëeâîãî ðåøåíèÿ ~y(t) ≡ ~0, t ∈
∈ [t0,+∞) ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.3). Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
çàìåíà (9.2) óæå ïðîèçâåäåíà, ò.å. ñèñòåìà óðàâíåíèé (9.1) èìååò íó-
ëåâîå ðåøåíèå ~x(t) ≡ ~0 ∈ Ω, t ∈
∈ [t0,+∞), ~f(t,~0) ≡ ~0.

Îïðåäåëåíèå 9.1.2. Åñëè ~f(t,~0) = ~0 äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0,+∞), òî òî÷-
êà ~x = ~0, t ∈ [t0,+∞) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïîëîæåíèåì
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.1).

9.2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

ðåøåíèé äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
d~x

dt
= A~x. (9.4)
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Ïóñòü ìàòðèöà A ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè èìååò
ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λm(λi 6= λj),

1 ≤ m ≤ n. Íèæå áóäåò èçó÷àòüñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (9.4)
íà ïðîìåæóòêå [0,+∞).

Òåîðåìà 9.1. (Cïåêòðàëüíûé ïðèçíàê óñòîé÷èâîñòè.)

1) Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A óäîâëåòâîðÿþò

íåðàâåíñòâàì Re λi < 0, i = 1,m, òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè-

÷åñêè óñòîé÷èâî.

2) Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-

ñòâàì Re λi ≤ 0, i = 1,m è äëÿ òåõ λi, äëÿ êîòîðûõ Re λi = 0, âñå

ñîîòâåòñòâóþùèå æîðäàíîâû öåïî÷êè èìåþò äëèíó, ðàâíóþ 1, òî

íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

3) Åñëè èìååòñÿ λj, äëÿ êîòîðîãî Reλj > 0 èëè äëÿ êîòîðîãî Re λj =

= 0, íî ñîîòâåòñòâóþùèå æîðäàíîâû öåïî÷êè èìåþò äëèíó ≥ 2, òî

íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9.4) îïèñûâàþòñÿ
ôîðìóëîé

~x(t) = ~P1(t)eλ1t + · · ·+ ~Pm(t)eλmt, (9.5)

ãäå ~Pi(t) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå ki − 1, à ki � íàèáîëüøàÿ
äëèíà æîðäàíîâîé öåïî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé λi. Êîýôèöèåíòû â ìíî-
ãî÷ëåíàõ ~Pi(t), i = 1,m, â âåêòîðíîì êâàçèìíîãî÷ëåíå (9.5) � âåêòîðû
èç Rn. Åñëè λk = µk + iνk, òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ èìååì

~Pk(t)eλkt = ~Pk(t)eµkt (cos νkt+ i sin νkt) , |cos νkt+ i sin νkt| = 1.

Åñëè µk < 0, òî
∣∣∣~Pk(t)eµkt

∣∣∣→ 0 ïðè t→ +∞.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 1). Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàò-
ðèö ñèñòåìû (9.4) ÿâëÿåòñÿ etA. Îöåíèì å¼ ïîâåäåíèå ïðè t→∞. Ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç ñòîëáöîâ ~ψ1(t), . . . , ~ψn(t), êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (9.4). Êàæäîå ðåøåíèå ~ψk(t), k = 1, n

îïèñûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé (9.5):

~ψk(t) = ~P1k(t)eλ1t + · · ·+ ~Pmk(t)eλmt, k = 1, n. (9.6)

Ïóñòü Re λi < −β < 0. Òîãäà Re λi + β < 0, i = 1,m. Òàê êàê
ïðè t → ∞ ñëàãàåìûå â (9.6) ~Pik(t)eλit → 0, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥∥~Pik(t)e(Reλi+β)t

∥∥∥ ≤
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≤ Cik, t ∈ [0,+∞), ãäå Cik � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ñëåäîâàòåëüíî,
âñå ñëàãàåìûå â (9.6) îãðàíè÷åíû, òàê êàê∥∥∥~Pik(t)eλit

∥∥∥ ≤ Cike−βt, i = 1,m, k = 1, n

è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, ÷òî
∥∥∥~ψk(t)

∥∥∥ ≤ Ce−βt, t ≥ 0, k = 1, n.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå íîðìû âåêòîð-ôóíêöèè, íàõîäèì

~ψk(t) =

a1k(t)

. . .

ank(t)

 ,
∥∥∥~ψk(t)

∥∥∥ =

√√√√ n∑
i=1

|aik|2, |aik| ≤ Ce−βt.

Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò îöåíèòü íîðìó ôóíäàìåíòàëüíîé
ìàòðèöû etA:

∥∥etA∥∥ =

 n∑
k,j=1

|ajk|2
 1

2

≤ Ke−βt,K = nC. (9.7)

Ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ~x(t) = etA~x0,
ãäå ~x0 = ~x(0) � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå, ïðèíèìàåìîå ïðè t = 0. Åñëè
‖~x0‖ < δ = ε

K , òî ‖~x(t)‖ ≤
∥∥etA∥∥ ‖~x0‖ < εe−βt ≤ ε, t ∈ [0,+∞). Òàê êàê

‖~x(t)‖ → 0 ïðè t → +∞, òî ðåøåíèå ~x(t) = ~0, t ∈ [0,+∞), àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ñëó÷àé 2)
Òå ñëàãàåìûå â (9.5), äëÿ êîòîðûõ Re λi < 0, îãðàíè÷åíû ïðè

t ∈ [0,+∞), êàê â ñëó÷àå 1). Ïî óñëîâèþ, ñëàãàåìûå ñ Re λi = 0 ñîäåð-
æàò òîëüêî ìíîãî÷ëåíû íóëåâîé ñòåïåíè è ïîýòîìó òîæå îãðàíè÷åíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Ñëó÷àé 3)
Åñëè ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λj = µj + iνj , ó êîòîðîãî

µj > 0, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå ~φj(t) = eλjt~hj , ãäå ~hj
� ñîáñòâåííûé âåêòîð. Åñëè νj = 0, òî

∥∥∥~φj(t)∥∥∥ → ∞, t → ∞. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî. Åñëè æå νj 6= 0, òî ðåøåíèå ~φj(t)
êîìïëåêñíîå. Îíî ïîðîæäàåò äâà âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ Re ~φj(t) è
Im ~φj(t), êîòîðûå òàêæå íå îãðàíè÷åíû ïðè t ≥ 0. Èç íåîãðàíè÷åííî-
ñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò åãî íåóñòîé÷èâîñòü.

Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé äåé-
ñòâèëüíîé ÷àñòüþ, íî èìååòñÿ λj ñ Re λj = 0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
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æîðäàíîâà öåïî÷êà äëèíû ≥ 2. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå òàêæå áóäåò
íåóñòîé÷èâûì. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ~φj = ~Pj(t)e

λjt, â
êîòîðîì ìíîãî÷ëåí ~Pj èìååò ñòåïåíü áîëüøóþ èëè ðàâíóþ 1. Òàê êàê∣∣eλjt∣∣ = 1, òî ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî, à çíà÷èò, ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.
�

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èëè ñèñòåì äîñòàòî÷íî íàéòè ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ≥ 5 â îáùåì ñëó-
÷àå êîðíè íå ïðåäñòàâèìû ïðè ïîìîùè ðàäèêàëîâ (òåîðåìà Àáåëÿ�
Ðóôôèíè). Îäíàêî íà ïîìîùü ïðèõîäèò êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà.

Êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà

Äëÿ òîãî ÷òîáû ó ìíîãî÷ëåíà

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an

ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âñå êîðíè èìåëè îòðèöàòåëüíûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå
ìèíîðû ìàòðèöû

a1 1 0 0 . . . 0

a3 a2 a1 1 . . . 0

a5 a4 a3 a2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a2n−1 a2n−2 a2n−3 a2n−4 . . . an


(ãäå am = 0, åñëè m < 0 èëè m > n) áûëè ïîëîæèòåëüíûìè, ò.å.

∆1 = a1 > 0,∆2 =

∣∣∣∣a1 1

a3 a2

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 . . . 0

a3 a2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

a2n−1 a2n−2 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∆n−1an > 0.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì an > 0. Ïðè n = 4 èìååì
a1 1 0 0

a3 a2 a1 1

0 a4 a3 a2

0 0 0 a4

⇒
a1 > 0,

∣∣∣∣a1 1

a3 a2

∣∣∣∣ > 0,∣∣∣∣∣∣
a1 1 0

a3 a2 a1

0 a4 a3

∣∣∣∣∣∣ > 0, a4 > 0.
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Òåîðåìà 9.2. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé
d~x

dt
= A~x

îáëàäàåò îäíèì èç ñâîéñòâ:

1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó,
2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî,

3) íåóñòîé÷èâî,
òî âñå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

d~x

dt
= A~x+ ~f(t)

îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì íåçàâèñèìî îò ~f(t).

Äîêàçàòü òåîðåìó ñàìèì.

9.3. Óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ

Â òåîðåìå 9.1 áûëè ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (9.4) ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Ýòè ðåçóëüòàòû áóäóò îáîáùåíû íà ñëó÷àé íåëèíåéíîé àâ-
òîíîìíîé ñèñòåìû (8.1) [8], [13]:

d~x

dt
= ~f(~x), ~x ⊂ Ω, Ω ⊆ Rn.

Îòíîñèòåëüíî ~f(~x) è îáëàñòè Ω ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ~f(~x) ∈ C1(Ω), ~0 ∈
∈ Ω, ~f(~0) = ~0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ~x = ~0, t ≥ 0 ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8.1). Êàê ìû çíàåì, ñèñòåìó (8.1) ïðè óñëîâèè
~f(~x) ∈ C1(Ω) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ~x = ~0 â
âèäå

d~x

dt
= A~x+ ~F (~x), ~F (~0) = ~0, ~x ∈ Ω. (9.8)

Çäåñü A =
(
∂fi
∂xj

(~0)
)
, i, j = 1, n, ~F (~x) ∈ C1(Ω), ‖~F (~x)‖ = o(‖~x‖) ïðè

‖~x‖ → 0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (9.8) â öèëèíäðå

D = {(t, ~x) : ~x ∈ Ω, t ∈ [0,+∞)} .
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Ãðàôèê íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæèò ýòîìó öèëèíäðó. Íèæå áóäåò
èññëåäîâàí âîïðîñ î òîì, êàê âëèÿþò íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ëèíåé-
íîé ñèñòåìû âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå ÷ëåíîì ~F (~x). Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó Êîøè:

d~x

dt
= A~x+ ~F (~x), ~x(0) = ~x0, ~x0 ∈ Ω. (9.9)

Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü â ñèñòåìå (9.8) ôóíêöèÿ ~F (~x) ∈ C1(Ω) è óäî-

âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó∥∥∥~F (~x)
∥∥∥ ≤ ω(~x) ‖~x‖ ,

ãäå ω(~x)→ 0 ïðè ‖~x‖ → 0. Òîãäà

1) åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâàì Re λi < 0, i = 1, n, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (9.8)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî;

2) åñëè ìàòðèöà A èìååò õîòÿ áû îäíî λj òàêîå, ÷òî Re λj > 0, òî

íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (9.8) íåóñòîé÷èâî;
3) åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A èìåþòñÿ òàêèå, ÷òî

Re λi = 0, à äëÿ îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Reλj < 0, òî

óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ìàòðèöû A,

íî è îò ôóíêöèè ~F (~x).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
çíà÷åíèè ‖ ~x0‖ è óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíà ‖~F (~x)‖ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé,
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.9) ~x = ~φ(t) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äëÿ âñåõ
t > 0. Íà ïðîìåæóòêå [0, h], íà êîòîðîì îíî ñóùåñòâóåò, óðàâíåíèå (9.8)
ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.34) ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

~φ(t) = etA~x0 +

t∫
0

e(t−s)A ~F
(
~φ(s)

)
ds. (9.10)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èìåþò
îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè, òî äëÿ âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (9.7), èç êîòîðîé ñëåäóåò íåðàâåíñòâî∥∥etA∥∥ ≤ K∗e−βt,K∗ = K + 1 > 1,
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â êîòîðîì β > 0, à âåëè÷èíà ïîñòîÿííîé K îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè
ìàòðèöû A. Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, èç (9.10) íàõîäèì

∥∥∥~φ(t)
∥∥∥ ≤ ∥∥etA∥∥ ‖~x0‖+

t∫
0

∥∥∥e(t−s)A
∥∥∥∥∥∥~F (~φ(s))

∥∥∥ ds =⇒

=⇒
∥∥∥~φ(t)

∥∥∥ ≤ K∗e−βt ‖~x0‖+K∗

t∫
0

e−β(t−s)
∥∥∥~F (~φ(s))

∥∥∥ ds. (9.11)

Íåðàâåíñòâî (9.11) ëåæèò â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ðåøåíèå
~φ(t) çàäà÷è Êîøè (9.9), äëÿ êîòîðîãî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ‖~φ(0)‖ = ‖~x0‖
äîñòàòî÷íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ, ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ïðîìåæó-
òîê [h,+∞) ïðè óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíà ‖~φ(t)‖ îñòà¼òñÿ òàêæå ìàëîé.
Äåéñòâèòåëüíî, cîãëàñíî òðåáîâàíèþ, íàëîæåííîìó â òåîðåìå íà ôóíê-
öèþ ω(~x), äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ‖~F (~x)‖ ≤ ε‖~x‖K∗
êàê òîëüêî ‖~x‖ ≤ δ. Òàêèì îáðàçîì, äî òåõ ïîð ïîêà ‖~φ(t)‖ ≤ δ, ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

eβt‖~φ(t)‖ 6 K∗‖~x0‖+ ε

t∫
0

eβs‖~φ(s)‖ds.

Ïðèìåíÿÿ ê íåìó ëåììó Ãðîíyîëëà (îíà äîêàçûâàåòñÿ íèæå) èìååì

eβt‖~φ(t)‖ 6 K∗‖~x0‖eεt

èëè

‖~φ(t)‖ 6 K∗‖~x0‖e−(β−ε)t. (9.12)

Åñëè ïîëîæèòü ε < β, òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (9.12) âåëè÷èíà ‖~φ(t)‖
óáûâàåò ñ ðîñòîì t. Èç íåãî òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ‖~φ(t)‖ 6 K∗‖~x0‖. Âîçü-
ì¼ì ‖~x0‖ < δ

K∗
(< δ), òîãäà ‖~φ(t)‖ < δ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè

óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íèæå ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Óòâåðæäåíèå: íåðàâåíñòâî (9.12) âûïîëÿíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t, ïðè êî-

òîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.9) ñóùåñòâóåò, è ïðè ýòîì ‖~φ(t)‖ <
< δ, åñëè ‖~x0‖ < δ

K∗
.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îíî ïðîäîëæàåìî íà ïðîìåæóòîê [h,+∞). Âîçü-
ì¼ì ïðîèçâîëüíîå T > h è öèëèíäð Q = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ T, ‖x‖ = δ}.
Íà÷àëüíûå äàííûå ïðèíàäëåæàò îñíîâàíèþ öèëèíäðà ïðè t = 0. Ïî-
ýòîìó èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè
(9.9), ñîãëàñíî òåîðåìå ïðîäîëæåíèÿ äîëæíà äîñòèãíóòü ãðàíèöû öè-
ëèíäðà Q. Íî îíà íå ìîæåò ïåðåñå÷ü åãî áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü, ïîòîìó
÷òî âåëè÷èíà ‖~φ(t)‖ íå ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèå, ðàâíîå δ. Äåéñòâè-
òåëüíî, òàê êàê â öèëèíäðå ‖x‖ ≤ δ, òî âñå ïðîâåäåííûå âûøå âûêëàä-
êè îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
~φ(t) áóäåò âåñòè ñåáÿ ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ. Ïîýòîìó èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ ïðè ïðîäîëæåíèè ìîæåò ïîïàñòü òîëüêî íà îñíîâàíèå öèëèí-
äðà, ðàñïîëîæåííîå ïðè t = T . Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà âåëè÷èíû
T âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå ~φ(t) ïðîäîëæàåìî íà ïðîìåæóòîê [h,+∞) è,
ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (9.12). Îíà ïî-
êàçûâàåò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó è
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Îñòàëüíûå ïóíêòû òåîðåìû äàþòñÿ áåç
äîêàçàòåëüñòâà. �

Çàìå÷àíèå 9.3.1. Ðåçóëüòàòû òåîðåìû îñòàíóòñÿ âåðíûìè äëÿ íåàâ-
òîíîìíîé ñèñòåìû

d~x

dt
= A~x+ ~F (t, ~x), ~F (t,~0) = ~0, ~x ∈ Ω, t ≥ 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî ‖~F (t, ~x)‖ = o(‖~x‖) ðàâíîìåðíî ïî t, (t ≥ 0) ïðè ‖~x‖ →
→ 0.

9.4. Ëåììà Ãðîíóîëëà

Ëåììà. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ω(t) ≥ 0 íà ïðîìåæóòêå

J ⊆ R óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ω(t) ≤ B + |
t∫

t0

ω(τ)v(τ)dτ |, (9.13)

ãäå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ v(t) > 0, t ∈ J , à ïîñòîÿííàÿ B ≥ 0. Òîãäà

ïðè âñåõ t, t0 ∈ J

ω(t) ≤ Be
t∫
t0

v(τ)dτ

. (9.14)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïóñòü B > 0, t ≥ t0. Ðàçäåëèì íåðàâåíñòâî
(9.13) íà ïðàâóþ ÷àñòü è óìíîæèì íà ôóíêöèþ v(t) > 0:

ω(t)v(t)

B +
t∫
t0

ω(τ)v(τ)dτ

≤ v(τ)⇔ d

dt

ln

B +

t∫
t0

ω(τ)v(τ)dτ

 ≤ v(t).

Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äàåò

ln

B +

t∫
t0

ω(τ)v(τ)dτ

− lnB ≤
t∫

t0

v(τ)dτ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó (9.14):

ω(t) ≤ B +

t∫
t0

ω(τ)v(τ)dτ ≤ Be
t∫
t0

v(τ)dτ

.

Ïðè t ≤ t0 äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Åñëè v(t) = 0, t ∈
∈ J , òî íåðàâåíñòâî (9.13) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ñëó÷àé B = 0

ðàññìîòðåòü ñàìèì. �
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Ãëàâà 10

Ïåðâûå èíòåãðàëû íîðìàëüíûõ ñèñòåì

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

10.1. Ïåðâûå èíòåãðàëû àâòîíîìíûõ ñèñòåì

è êðèòåðèé ïåðâîãî èíòåãðàëà

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

d~x

dt
= ~f(~x), ~x ∈ Ω, ~f(~x) ∈ C1(Ω). (10.1)

Îïðåäåëåíèå 10.1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(~x), îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé,
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè G ⊆ Ω è u(~x) ∈ C1(G). Îíà íàçûâà-
åòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì àâòîíîìíîé ñèñòåìû (10.1), åñëè äëÿ ëþáîãî
å¼ ðåøåíèÿ ~ϕ(t), t ∈ J , òðàåêòîðèÿ êîòîðîãî ëåæèò â G, ìû èìååì
u(~ϕ(t)) = C.

Çäåñü Ñ � ïîñòîÿííàÿ, âåëè÷èíà êîòîðîé çàâèñèò îò âûáîðà ðå-
øåíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ u(~x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì àâòîíîìíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.1), òî ôóíêöèÿ Φ(u(~x)), ãäå Φ - ïðîèçâîëüíàÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òàêæå áóäåò ïåðâûì èíòå-
ãðàëîì.

Îïðåäåëåíèå 10.1.2. Ïåðâûå èíòåãðàëû u1(~x), . . . , uk(~x) íàçûâàþòñÿ

íåçàâèñèìûìè â òî÷êå ~a ∈ Ω, åñëè ðàíã ìàòðèöû
∣∣∣∣∣∣ ∂ui∂xj

(~a)
∣∣∣∣∣∣ , i = 1, k,

j = 1, n, â òî÷êå ~a ðàâåí k(k ≤ n).

Ýëåìåíòû ñòðîêè
(
∂ui
∂x1

, . . . , ∂ui∂xn

)
â ìàòðèöå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòà-

ìè ãðàäèåíòà ∇ui(~x) â òî÷êå ~x = ~a. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå èíòåãðàëû
áóäóò íåçàâèñèìûìè â òî÷êå ~a, åñëè â íåé ëèíåéíî íåçàâèñèìû âåêòî-
ðû ∇ui(~a), i = 1, k .
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Òåîðåìà 10.1. (Ïðèçíàê ïåðâîãî èíòåãðàëà.) Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ôóíêöèÿ u(~x), ~x ∈ G, áûëà ïåðâûì èíòåãðàëîì àâòîíîìíîé ñèñòåìû

(10.1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â îáëàñòè G âûïîëíÿëîñü

ñîîòíîøåíèå
n∑
k=1

∂u

∂xk
fk(~x) = 0, ~x ∈ G. (10.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü u(~x) � ïåðâûé èíòåãðàë àâòîíîìíîé ñè-

ñòåìû (10.1). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ~x0 ∈ G. Ñîãëàñíî òåîðåìå
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïîñòðîèì ðå-
øåíèå ~ϕ(t), t ∈ J, ~ϕ(t) ∈ G, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ~ϕ(t0) = ~x0. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïåðâîãî èíòåãðàëà u(~ϕ(t)) = const. Îòñþäà ñëåäóåò

du(~ϕ(t))

dt

∣∣∣∣
t=t0

=

n∑
k=1

∂u

∂xk

dϕk
dt

∣∣∣∣
t=t0

=

n∑
k=1

∂u

∂xk
fk(~x0) = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè ~x0 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (10.2). Âîçüìåì
â îáëàñòè G ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (10.1) ~x = ~ϕ(t), t ∈ J .
Òîãäà äëÿ u(~ϕ(t)) èìååì èç (10.2) è (10.1):

du(~ϕ(t))

dt
=

n∑
k=1

∂u

∂xk

dϕk
dt

=
n∑
k=1

∂u

∂xk
fk(~ϕ(t)) = 0.

Çíà÷èò, u(~x) � ïåðâûé èíòåãðàë. �
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(~x), ~x ∈ G, � ïðîèçâîëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë.

Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.1, (∇u, ~f) = 0. Åñëè ~f(~a) 6= ~0, ~a ∈ G,
òî âåêòîð ~f(~a) íå ìîæåò èìåòü áîëåå (n − 1) ïåðïåíäèêóëÿðûõ ê ñåáå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå ~a íå ìîæåò
áûòü áîëåå (n− 1) íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

10.2. Òåîðåìà î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

Òåîðåìà 10.2. Åñëè òî÷êà ~a ∈ Ω íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâå-

ñèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (10.1), òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ~a ñó-

ùåñòâóåò (n− 1) íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ u1(~x), . . . , un−1(~x)
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è ëþáîé ïåðâûé èíòåãðàë u(~x) â íåé ïðåäñòàâèì â âèäå

u(~x) = Φ(u1(~x), . . . , un−1(~x)),

ãäå Φ(z1, . . . , zn−1) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0
1 = u1(~a), . . . , z0

n−1 = un−1(~a).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïî óñëîâèþ ~f(~a) 6= ~0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
fn(~a) 6= 0. Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü β: xn = an ( çíà÷åíèå an ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì). Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû å¼ òî÷åê ÷åðåç
(ξ1, . . . , ξn−1, an) ≡ (~ξ, an) è ðàññìîòðèì òî÷êè ïëîñêîñòè β, äîñòàòî÷-
íî áëèçêèå ê òî÷êå ~a. Ïîñòðîèì ðåøåíèå ñèñòåìû (10.1) ~x = ~ϕ(t, ~ξ),
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

~ϕ(0, ~ξ) = colon(~ξ, an). (10.3)

Íà÷àëüíàÿ òî÷êà ëåæèò íà ãèïåðïëîñêîñòè β. Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè
ðåøåíèå ~x = ~ϕ(t, ~ξ) çàäà÷è Êîøè (10.1), (10.3) èìååò âèä

xi = ϕi(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn−1), i = 1, n. (10.4)

Ôîðìóëû (10.4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííûõ t, ξ1, . . . , ξn−1. Îíà èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå ïðè
t = 0, ξi = ai, i = 1, n− 1, à èìåííî:

~x = ~a.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (10.4) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ t, ξ1,
ξ2, . . . , ξn−1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ~b = (0, a1, . . . , an−1) ∈
∈ Rn

t,~ξ
. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì â íåé ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü.

Èç (10.3) èìååì {
ϕi(0, ξ1, . . . , ξn−1) = ξi, i = 1, n− 1,

ϕn(0, ξ1, . . . , ξn−1) = an.

Ñîãëàñíî ýòèì ðàâåíñòâàì è òåîðåìå î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ
ïî íà÷àëüíûì äàííûì ïîëó÷àåì

∂ϕi
∂ξk

(0, a1, a2, . . . , an−1) = δik, i = 1, n, k = 1, n− 1,

ãäå δik � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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Òàê êàê ~x = ~ϕ(t, ~ξ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÇÊ (10.1), (10.3), òî ïðè
t = 0, ξi = ai

∂ϕi
∂t

(0, a1, . . . , an−1) = fi(~a), i = 1, n.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì

∂(ϕ1, . . . , ϕn)

∂(ξ1, . . . , ξn−1, t)

∣∣∣∣
t=0,ξi=ai

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0 f1(~a)

0 1 0 . . . 0 f2(~a)

0 0 1 . . . 0 f3(~a)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 fn−1(~a)

0 0 0 . . . 0 fn(~a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= fn(~a) 6= 0.

Èç òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îêðåñòíî-
ñòè V (~b) è U(~a) òî÷åê ~b è ~a, â êîòîðûõ ñèñòåìà (10.4) âçàèìíî îäíà-
çíà÷íî ðàçðåøèìà è å¼ ðåøåíèå èìååò âèä

ξi = ui(~x), i = 1, n− 1, t = v(~x), ~x ∈ U(~a). (10.5)

Ïðè ýòîì ôóíêöèè ui(~x) è v(~x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå â
îêðåñòíîñòè U(~a) è {t, ξ1, . . . , ξn−1} ∈ V (~b). Ôóíêöèè ui(~x), i = 1, n− 1

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òàê êàê

∂(u1, . . . , un−1)

∂(x1, . . . , xn−1)

∣∣∣∣
~x=~a

=

(
∂(ϕ1, . . . , ϕn−1)

∂(ξ1, . . . , ξn−1)

)−1
∣∣∣∣∣
t=0,ξi=ai

= 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ui(~x), i = 1, n− 1 ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòå-
ãðàëàìè. Âîçüìåì ñíà÷àëà ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (~ξo, an) ∈ U(~a). Òîãäà
ðåøåíèåì ñèñòåìû (10.1) áóäåò ôóíêöèÿ

~x = ~ϕ(t, ξo1 , . . . , ξ
o
n−1), t ∈ J,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (10.3). Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (10.5)
âäîëü ýòîãî ðåøåíèÿ íàéäåííûå íàìè ôóíêöèè u1(~x), . . . , un−1(~x) ñî-
õðàíÿþò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå :

ξo1 = u1(~x), . . . , ξon−1 = un−1(~x), t ∈ J.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ~x = ~ϕ(t) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(10.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ~x0, t0 òàêèìè, ÷òî ~x0 ∈ U(~a). Áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (10.4) ðàçðåøèìà ïðè ~x = ~x0.
Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ~x = ~ϕ(t, ~ξo), òðàåêòîðèÿ êî-
òîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ~x0 è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
~ϕ(0, ~ξ0) = colon(~ξ0, an). Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû,
òðàåêòîðèè êîòîðûõ ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó ~x0. Òîãäà, êàê ìû çíàåì,
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ τ , ÷òî ðåøåíèå ~ϕ(t) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ~ϕ = ~ϕ(t+ τ, ~ξo). Îòñþäà è èç (10.5) ïîëó÷àåì

ui(~ϕ(t)) = ui(~ϕ(t+ τ, ~ξo)) = ξoi , i = 1, n− 1.

Çíà÷èò, u1(~x), . . . , un−1(~x) � ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû (10.1).
Äîêàæåì òåïåðü âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü u(~x) � ïðîèçâîëü-

íûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (10.1), îïðåäåë¼ííûé â U(~a). Òîãäà â
ñèëó (10.2) èìååì {∑n

k=1
∂ui
∂xk

fk(~x) = 0, i = 1, n− 1,∑n
k=1

∂u
∂xk

fk(~x) = 0, ~x ∈ U(~a).
(10.6)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ~f(~a) 6= ~0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ~f(~x)

âîçüìåì U(~a) òàêîé, ÷òîáû ~f(~x) 6= ~0 äëÿ ëþáîãî ~x ∈ U(~a). Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó (10.6) îòíîñèòåëüíî ~f(~x). Òàê êàê îíà èìååò íåòðèâèëüíîå ðå-
øåíèå ~f(~x) 6= ~0 äëÿ ëþáîãî ~x ∈ U(~a), òî å¼ îïðåäåëèòåëü

∂(u1, . . . , un−1, u)

∂(x1, . . . , xn)
= 0, ~x ∈ U(~a). (10.7)

Èç òåîðåìû î ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
ïðåäñòàâëåíî â [7]) ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè zo1 =

= u1(~a), . . . , zon−1 = un−1(~a) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ Φ(z1, . . . , zn) òàêàÿ, ÷òî

u = Φ(u1(~x), . . . , un−1(~x)).

�

Òåîðåìà 10.3. (Î âûïðÿìëåíèè òðàåêòîðèè.) Ïóñòü ~f(~x) ∈
∈ C1(Ω),~a ∈ Ω, ~f(~a) 6= ~0. Òîãäà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè ~a ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ îáðàòèìàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

y1 = u1(~x), . . . , yn−1 = un−1(~x), ~x ∈ U(~a), yn = t,
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òàêàÿ, ÷òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (10.1) ïðèíèìàåò âèä

dy1

dt
= 0, . . . ,

dyn−1

dt
= 0,

dyn
dt

= 1. (10.8)

Çäåñü u1(~x), . . . , un−1(~x) � íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòå-
ìû (10.1). Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (10.8) � ïðÿìûå ëèíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.3 ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.2 [12].

10.3. Ðåäóêöèÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ

ïåðâûõ èíòåãðîâ

Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü u1(~x), . . . , um(~x), ~x ∈ G, � íåçàâèñè-

ìûå â òî÷êå ~a ∈ G ïåðâûå èíòåãðàëû àâòîíîìíîé ñèñòåìû (10.1) è
~f(~a) 6= ~0. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(~a) ⊂ G òî÷êè ~a ïîðÿäîê

àâòîíîìíîé ñèñòåìû (10.1) ìîæíî ïîíèçèòü äî ïîðÿäêà n−m.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ãðàäèåíòû ïåðâûõ

èíòåãðàëîâ u1(~x), . . . , um(~x) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòðîêà-

ìè ìàòðèöû ßêîáè
(
∂ui
∂xj

)
, i = 1,m, j = 1, n. Ïðîèçâåäåì â îêðåñòíîñòè

òî÷êè ~a çàìåíó ïåðåìåííûõ{
yk = uk(~x), k = 1,m,

yk = xk, k = m+ 1, n.
(10.9)

Ïðè òàêîé çàìåíå â òî÷êå ~a íå ðàâåí íóëþ ÿêîáèàí

∂(y1, . . . , yn)

∂(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
~x=~a

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1

∂x1
. . . ∂u1

∂xm
∂u1

∂xm+1
. . . ∂u1

∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂um
∂x1

. . . ∂um
∂xm

∂um
∂xm+1

. . . ∂um
∂xn

0 . . . 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∂(u1, . . . , um)

∂(x1, . . . , xm)

∣∣∣∣
~x=~a

6= 0

Çíà÷èò, (10.9) � ãëàäêàÿ îáðàòèìàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ è ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(~a), ÷òî ñèñòåìà (10.9) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî
~x: ~x = ~φ(~y). Îòþäà ïîëó÷àåì âäîëü êàæäîé òðàåêòîðèè{

ẏk = u̇k(~x) = 0, k = 1,m;

ẏk = ẋk = fk(~x) = fk(~φ(~y)) = gk(~y), k = m+ 1, n.
(10.10)

229



Ëåêöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

Ïðè m = n− 1 äëÿ îïðåäëåíèÿ yn ìû èìååì óðàâíåíèå

ẏn = gn(C1, . . . , Cn−1, yn),

êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. �

10.4. Ïåðâûå èíòåãðàëû ïðîèçâîëüíûõ íîðìàëüíûõ

ñèñòåì óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåàâòîíîìíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

d~y

dt
= ~g(t, ~y), (t, ~y) ∈ Ω ⊂ Rn+1

t,~y . (10.11)

Çäåñü ~y = (y1, . . . , yn)T , ~g(t, ~y) = ~g(t, y1, . . . , yn) = (g1, . . . , gn)T . Ñèñòå-
ìó (10.11) ìîæíî ïðèâåñòè ê àâòîíîìíîé, åñëè ïîëîæèòü yn+1 = t. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó{

dyn+1

dt = 1,
d~y
dt = ~g (yn+1, y1, . . . , yn).

(10.12)

Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, à èìåííî:

(yn+1, y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn+1), (1, g1, . . . , gn) = (f1, . . . , fn+1).

Òîãäà ñèñòåìà (10.12) ïðèìåò âèä

d~x

dt
= ~f(~x). (10.13)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (10.13) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Îòñþäà è èç òåî-
ðåìû 10.2 ñëåäóåò, ÷òî îíà âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè èìååò
n íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ýòè èíòåãðàëû ïî îïðåäåëåíèþ
íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (10.11). Òà-
êèì îáðàçîì, íåàâòîíîìíàÿ (10.11) ñèñòåìà âñåãäà èìååò n � íåçàâè-
ñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 10.4.1. Ôóíêöèÿ u(t, ~y) íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì ñèñòåìû (10.11), åñëè îíà îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé, îïðåäåëåíà â
íåêîòîðîé îáëàñòè G ⊆ Ω, u(t, ~y) ∈ C1(G) è äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
~y = ~ϕ(t) ∈ G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

u(t, ~ϕ(t)) = C, C = const.
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Ãëàâà 11

Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

11.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà

n∑
k=1

fk(~x)
∂u

∂xk
= 0, ~x ∈ Ω, Ω ⊂ Rn~x , (11.1)

ãäå u(~x) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à fk(~x) = fk(x1, · · · , xn), k = 1, n, �
ôóíêöèè, çàäàííûå â îáëàñòè Ω, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íèæå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ~f(~x) ∈ C1(Ω), ãäå ~f(~x) = colon(f1(~x), . . . , fn(~x)).

Îïðåäåëåíèå 11.1.1. [6]). Ôóíêöèÿ u(~x), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé
îáëàñòè G ⊆ Ω, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11.1), åñëè

1) u(~x) ∈ C1(G);

2)
n∑
k=1

fk(~x) ∂u∂xk = 0 äëÿ ëþáîãî ~x ∈ G.

Åñëè u(~x), ~x ∈ G, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11.1), òî ïîâåðõ-
íîñòü u = u(~x) â Rn+1

~x,u íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ óðàâ-
íåíèÿ (11.1).

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü u1(x), · · · , un−1(x) � íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòå-

ãðàëû ñèñòåìû (10.1). Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè

~a ∈ Ω, â êîòîðîé ~f(~a) 6= ~0, âñå ðåøåíèÿ u(~x) óðàâíåíèÿ (11.1) îïèñû-
âàþòñÿ ôîðìóëîé

u(~x) = Ô(u1(~x), · · · , un−1(~x)), (11.2)
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ãäå Ô(z1, · · · , zn−1) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0
1 = u1(~a), . . .

. . . , z0
n−1 = un−1(~a).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Óðàâíåíèå (11.1), êàê áûëî ïîêàçàíî â
òåîðåìå 10.1, òåñíî ñâÿçàíî ñ àâòîíîìíîé ñèñòåìîé (10.1). Íàïîìíèì:
ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû
(10.1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ~f(~a) 6= ~0, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U(~a) òî÷êè ~a ∈ G ñîãëàñíî òåîðåìå 10.2 ñóùåñòâóþò (n − 1) íåçàâè-
ñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû u1(~x), . . . , un−1(~x) ñèñòåìû (10.1). Ýòè èíòå-
ãðàëû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (11.1). Ëþáîé ïåðâûé èíòåãðàë
u(~x) àâòîíîìíîé ñèñòåìû (10.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(~x) = Φ (u1(~x), . . . , un−1(~x)) ,

ãäå Φ(z1, · · · , zn−1) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèåé. Òàê êàê ïåðâûé èíòåãðàë u(~x) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (11.1), òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñå åãî ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ
ôîðìóëîé (11.2). �

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð. Íèæå ôóíêöèþ
(11.2) áóäåì íàçûâàòü îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11.1) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ~a. Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, îíî çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1),
íåîáõîäèìî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îïðåäåëèòü ïåðâûå èíòåãðàëû u1(~x), . . . ,

un−1(~x) ñîîòâåòñòâóþùåé àâòîíîìíîé ñèñòåìû (10.1).

11.2. Õàðàêòåðèñòèêè è èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè

ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

ïåðâîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 11.2.1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

d~x

dt
= ~f(~x), ~x ∈ Ω, (11.3)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé, à ~x = ~ϕ(t), t ∈ J, ~ϕ(t) ∈ Ω, � å¼ ôàçî-
âûå òðàåêòîðèè íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ (11.1).
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Îïðåäåëåíèå 11.2.2. Êðèâàÿ â Rn+1
~x,u

~x = ~ϕ(t), u = c, t ∈ J,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêå ~x = ~ϕ(t), t ∈ J, ~ϕ(t) ∈ Ω (c � ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ), íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé. Å¼ ïðî-
åêöèÿ íà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòèêîé.

Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü u = u(~x), ~x ∈ G, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (11.1), ~x = ~ϕ(t), t ∈ J, ~ϕ(t) ∈ G, � åãî õàðàêòåðèñòèêîé. Åñëè ïðè

t = t0, u(ϕ(t0)) = C, òî u(ϕ(t)) = C äëÿ ëþáîãî t ∈ J.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Åñëè ôóíêöèÿ u = u(~x), ~x ∈ G, � ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (11.1), òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ñèñòåìû (11.3). Âäîëü õàðàêòåðèñòèêè ~x = ~ϕ(t), t ∈ J , îí
áóäåò ïîñòîÿííûì: u(~ϕ(t)) = c, t ∈ J . Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû
u(~ϕ(t0)) = C, t0 ∈ J , òî c = C. Ñëåäîâàòåëüíî, u(~ϕ(t)) = C äëÿ ëþáîãî
t ∈ J . �

Îòñþäà ïîëó÷àåì: åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ èìååò îäíó îá-
ùóþ òî÷êó ñ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ, òî îíà ïîëíîñòüþ ïðèíàä-
ëåæèò ýòîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè
ñîòêàíû èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè äâå èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè èìåþò îáùóþ

òî÷êó, òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.

11.3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è òåîðåìà

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè å¼ ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω ⊂ Rn ãëàäêóþ (n − 1)-ìåðíóþ ïîâåðõ-
íîñòü, çàäàâàåìóþ íåÿâíî óðàâíåíèåì

Sn−1 : g(x1, . . . , xn) = 0. (11.4)

Ãëàäêîñòü ïîâåðõíîñòè Sn−1 îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåáîâàíèÿ-
ìè, íàëîæåííûìè íà ôóíêöèþ g(~x): g(~x) ∈ C1(Ω), è â êàæäîé òî÷êå
ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |∇g(~x)| 6= 0.
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà ~a íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Sn−1, â êîòîðîé(

~f(~x),∇g(~x)
)
|~x=~a 6= 0, (11.5)
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íàçûâàåòñÿ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè òî÷-
êàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (11.3)
è òî÷êè, â êîòîðûõ âåêòîð ~f(~x) êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè Sn−1. Çàäàäèì
íà ïîâåðõíîñòè Sn−1 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ u0(~x).
Âîïðîñ: êàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè?

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (11.1) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Çàäà÷à Êîøè. Íàéòè ðåøåíèå u(~x) óðàâíåíèÿ (11.1), óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íà ïîâåðõíîñòè Sn−1 óñëîâèþ

u(~x)|~x∈Sn−1
= u0(~x). (11.6)

Óñëîâèå (11.6) è ïîâåðõíîñòü (11.4) íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûìè.

Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Sn−1 ⊂ Ω (11.4) çàäàíà
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ u0(~x) è ~f(~x) ∈ C1(Ω). Òîãäà

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëþáîé å¼ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè ~a

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (11.1), (11.6) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. I Â òåîðåìå 10.2 áûëî äîêàçàíî, ÷òî â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè U(~a) òî÷êè ~a, íå ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (11.3), ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìûå ïåðâûå
èíòåãðàëû u1(~x), . . . , un−1(~x). Ïðîèçâåäåì â óðàâíåíèè (11.1) çàìåíó
ïåðåìåííûõ

z1 = u1(~x), . . . , zn−1 = un−1(~x), zn = g(~x), ~x ∈ U(~a), (11.7)

è ðàññìîòðèì â òî÷êå ~x = ~a ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂z1
∂x1

. . . ∂z1
∂xn

. . . . . . . . .
∂zn−1

∂x1
. . . ∂zn−1

∂xn
∂g
∂x1

. . . ∂g
∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~x=~a

. (11.8)

Ýëåìåíòû â ñòðîêàõ ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåê-
òîðîâ ∇ui(~x),∇g(~x), i = 1, n− 1. Ïåðâûå (n− 1) ñòðîê â îïðåäåëèòåëå
(11.8) ëèíåéíî íåçàâèñèìû â òî÷êå ~x = ~a, ò.ê. ëèíåéíî íåçàâèñèìû
∇ui(~x), i = 1, n− 1. Äîêàæåì, ÷òî âåêòîðû ∇ui(~x),∇g(~x), i = 1, n− 1,
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ÿâëÿþòñÿ òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè â òî÷êå ~x = ~a. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà αi, i = 1, n− 1, òàêèå, ÷òî

∇g(~x) =
n−1∑
i=1

αi∇ui(~x). Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî

íà âåêòîð ~f(~x). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(
∇g(~x), ~f(~x)

)
=

n−1∑
i=1

αi

(
∇ui(~x), ~f(~x)

)
.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðè ~x = ~a íå ðàâíà íóëþ â ñèëó (11.5), à
ïðàâàÿ ðàâíà íóëþ â ñèëó (11.1). Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü (ÿêîáèàí) (11.8) è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(11.5) îòëè÷íû îò íóëÿ â òî÷êå ~x = ~a, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îíè
îòëè÷íû îò íóëÿ â íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè. Äàëåå ÷åðåç U(~a) áóäåì
îáîçíà÷àòü îêðåñòíîñòü òî÷êè ~a, â êîòîðîé îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðâûå èíòåãðàëû, óêàçàííûå â òåîðåìå, îòëè÷íû îò
íóëÿ ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü (11.8) è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(11.5). Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä: îòîáðàæåíèå (11.7) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì (çàìåíà �
ãëàäêàÿ è îáðàòèìàÿ).

Óðàâíåíèÿ (11.7) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â U(~a). Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàò-
íîé ôóíêöèè, ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà, è ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(~b)

òî÷êè ~b ñ êîîðäèíàòàìè bi = ui(~a), i = 1, n− 1, bn = g(~a) = 0, â êîòî-
ðîé ìû ïîëó÷àåì

~x = ~v(~z) = colon (v1(~z), . . . , vn(~z)) ,~a = ~v(~b).

Çäåñü ôóíêöèè vi(~z), ~z ∈ U(~b) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûìè. Âîçüì¼ì â îêðåñòíîñòè U(~a) êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ~x = ~ϕ(t) õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (11.3), íà÷èíàþùååñÿ íà ïîâåðõíîñòè Sn−1.
Ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (11.1) ê íîâûì ïåðåìåííûì zi, i = 1, n (11.7).
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà èìååì

dz1

dt
=
du1(~x)

dt
= 0, . . . ,

dzn−1

dt
=
dun−1(~x)

dt
= 0, (11.9)

dzn
dt

=
dg(~x)

dt
=

n∑
i=1

∂g

∂xi

d~xi
dt

=
(
∇g(~x), ~f(~x)

)
=
(
∇g(~v(~z)), ~f(~v(~z))

)
=
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= Ψ(~z) 6= 0.

Åñëè u(~x) � ïåðâûé èíòåãðàë õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, òî â íîâûõ
ïåðåìåííûõ (z1, . . . , zn) ïîëó÷èì ôóíêöèþ

u(~x) = u(~v(~z)) = ω(~z),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïåðâûì èíòåãðàëîì â íîâûõ ïåðåìåííûõ. Îò-
ñþäà íàõîäèì

0 =
du(~x)

dt
=
dω(~z)

dt
=

∂ω

∂z1

dz1

dt︸︷︷︸
=0

+ · · ·+ ∂ω

∂zn−1

dzn−1

dt︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂ω

∂zn

dzn
dt

=

=
∂ω

∂zn
Ψ(~z).

Òàê êàê Ψ(~z) 6= 0, ~z ∈ U(~b), òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn óðàâíåíèå
(11.1) ïðèíèìàåò âèä

∂ω

∂zn
= 0. (11.10)

Åãî îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ω = W (z1, . . . , zn−1). Äëÿ ôóíêöèè u0(~x) íà ïî-
âåðõíîñòè Sn−1 èìååì

u0(~x) = u0(~v(~z))|zn=0 = ω0(z1, . . . , zn−1),

ãäå ω0(z1, . . . , zn−1) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
u0(~x) íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Sn−1.

Îòñþäà íàõîäèì W = ω0(z1, . . . , zn−1). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè â ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ïðè zn 6= 0 áóäåò èìåòü âèä

u(~x) = ω0(u1(~x), . . . , un−1(~x)).

�
Çàìåòèì, ÷òî â íîâûõ ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn çàäà÷à Êîøè ñòàâèòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.10), êîòîðîå íà ãèïåðïëîñêîñòè zn = 0

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ω0(z1, . . . , zn−1).
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Èñïîëüçîâàíèå:
1). Âûïèøåì óðàâíåíèÿ (11.7) ïðè zn = 0:

z1 = u1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . .

zn−1 = un−1(x1, . . . , xn),

g(x1, . . . , xn) = 0.

(11.11)

2). Â îêðåñòíîñòè V (~b) ðàçðåøèì ñèñòåìó (11.11) ïðè zn = 0: ~x = ~v(~z).

3). Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ω0(u1(~x), . . . , un−1(~x)), ïîäñòàâèâ
~x = ~v(z1, . . . , zn−1, 0) â u0(~x)|g(~x)=0.

4). Â ðåçóëüòàòå ïðè zn 6= 0 â îêðåñòíîñòè V (~b) áóäåì èìåòü

u(~x) = ω0(z1, . . . , zn−1).

5). Ïðîèçâåäÿ çàìåíó z1 = u1(~x), . . . , zn−1(~x), ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè:

u(~x) = ω0(u1(~x), . . . , un−1(~x)).

11.4. Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïðèìåð 11.4.1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè ([9], �17, 46):

(
xy − x2

) ∂u
∂x

+ y2 ∂u

∂y
+
(
e
y
x + yz

) ∂u
∂z

= 0, (11.12)

u =
y

1 + y
ïðè y = xlnz, x > 0, z > 1. (11.13)

Ðåøåíèå

1. Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèÿ (11.11):
dx
dt = xy − x2,

dy
dt = y2,

dz
dt = e

y
x + yz.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå èìååò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Îòñóò-
ñòâóþò òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå òî÷êè óðàâíåíèÿ (11.12). Ïîêàæåì
ýòî. Èìååì

(~f,∇(y − xlnz)) = −(xy − x2)lnz + y2 − x

z
(e

y
x + yz) = −x

z
e
y
x 6= 0.

2. Íàéäåì ïåðâûå èíòåãðàëû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðàçäåëèâ
ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷èì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx

dy
=
x

y
− x2

y2
.

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó x = yω(y), îïðåäåëèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ: ⇒ y =

= C1e
y
x . Çíà÷èò, u1 = ye−

y
x � ïåðâûé èíòåãðàë.

Íàéä¼ì âòîðîé ïåðâûé èíòåãðàë. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé ïåðâûé
èíòåãðàë, èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòå-
ìû áóäåì èìåòü{
dz
dt = y

C1
+ yz,

dy
dt = y2,

=⇒ dz
dy = 1

C1y
+ z

y =⇒ y

e
y
x
y +z

= C2 =⇒ u2 = y2

e
y
x+yz

.

Çíàÿ ïåðâûå èíòåãðàëû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû, íåòðóäíî âûïè-

ñàòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.11): u(x, y, z) = Φ

(
y

e
y
x
, y2

e
y
x+yz

)
, ãäå

Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C1.
3. Íàéä¼ì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Äëÿ ýòîãî íà ïîâåðõíîñòè z3 =

= y − x ln z = 0 ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (11.11):
z1 = u1(x, y, z) = y

e
y
x
,

z2 = u2(x, y, z) = y2

e
y
x+yz

,

z3 = y − x ln z = 0.

u =
y

1 + y

∣∣∣∣
z3=0

=
y(z1, z2, 0)

1 + y(z1, z2, 0)
. (11.14)

Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåíûìè x, y, z è z1, z2 íà ïîâåðõíîñòè Sn−1 óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11.14). Â ðåçóëüòàòå èìååì

z = e
y
x ⇒ z1 =

y

z
, z2 =

y2

z + yz
. (11.15)

Îòñþäà è èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (11.12) íàõîäèì

y

1 + y
=
z2

z1
=⇒ u =

z2

z1
ïðè z3 = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ïðè z3 6= 0 áóäåò ôóíêöèÿ

u(x, y, z) =
u2(x, y, z)

u1(x, y, z)
=

ye
y
x

e
y
x + yz

.♦

Çàìå÷àíèå 11.4.1. Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
àâòîíîìíîé, òî îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà âðåìåíè. Ïîýòî-
ìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ å¼ õàðàêòåðèñòèêà ïåðåñåêàåò ïîâåðõ-
íîñòü Sn−1 ïðè t = 0, è ðàññìîòðèâàòü ñèñòåìó (11.11) ïðè t = 0. Å¼
ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåíûìè xk, k = 1, n è zi, i =

= 1, n− 1. Äàëåå, ïðè t 6= 0 òàê æå, êàê â ïóíêòàõ 3) � 5) (§11.3).
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